ALGEBRA (71)

UNIDAD TEMATICA 4
ESPACIO VECTORIAL

1) a) Investigar si (V;+;R; . )es un subespacio vectorial de(iRz;+;2R; ) con las operaciones usuales definidas en R?, siendo V = { (xy)e®R?*/y=2x }

b) Completar y tachar lo que no corresponde:
Observar que este conjunto esta representado por la recta..................... , que SI / NO pasa por el origen. Representar graficamente.

a) Para que (V;+;R; . )sea un subespacio vectorial de que (iRZ;+;iR; ) se deben cumplir las cuatro condiciones enunciadas en la teoria:
1) ¢ V #@? Si, porque (0;0) eV . (Los elementos de V son del tipo(x;2x) y(0;0) =(0;2.0) )
2) ¢ V. c®R*? Si, por definicion de V

)¢ UeVAVeV=U+VeV?
UeV > U=(x;2%)y VeV oV =(X,;2X,) entonces T+V =(X,;2%, )+ (%12, ) = (X, + X,3 2%, +2X, ) = (X, + X,;2(X, + X,))
Se cumple esta condicion, porque en el vector suma, la segunda componente es el doble de la primera.

4 iaxeRAVeV =>aveV?
aV= a.(x; 2X) = (a.x;a.2x) = (ax; 2ax) . Se cumple también esta condicion.

Por lo tanto, (V;+;%; .) es un subespacio de (%%;+;%;.)

b) Ese conjunto esta representado por la recta y = 2x, que Sl pasa por el origen.
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R coonri: 42
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2) a) Investigar si (W;+;R; .)es un subespacio vectorial de (ERZ;+;ER;.) con las operaciones usuales definidas en $R? siendo
W={(x;y)e9%2/y=mx+b/\b¢0}

b) Completar y tache lo que no corresponde:
Observar que este conjunto esta representado por la recta........................ , que SI/NO pasa por el origen. Represente graficamente.

a) 1)¢W =@?,Siporque (0;b)eW
2) (W cR*?, Si por definicion de W
3)¢ UeW AV eW = li+V €W ? Esta condicién no se cumple, porque si consideramos por ejemplo:
GeW - U=(x;mx,+b) y VeW —V =(X,;mx, +b) entonces
G+ = (x5 mx, +b)+ (X, mx, +b) = (X, + X,; MX, +MX, +2b) = (X, + X,; M(X, + X,)+2b) = (X, + X,; M(x, + X,) +b) este
vector no pertenece a W

Como no se cumple la condicion 3) (W;+;R; . ) no es un subespacio vectorial de (iR2;+;iR; )

b) El conjunto esta representado por la recta: y =mx+b, que no pasa por el origen

wg - N

w

PRACTICA IV as




ALGEBRA (71)

3) Dado W = { (x;y)eR?/| x|+|y|=0 } . Indicar cual proposicion es verdadera
a) W es un subespacio trivial de R* b) (—3;3) eW c) W=g d) Ninguna de las anteriores

La respuesta correcta es la a), porque W = { (x;y)e®R /| x|+ y|= 0} = { (0; O)} luego W es un subespacio trivial por definicion.

4) Indicar si cada uno de los siguientes conjuntos son subespacios del espacio correspondiente justificando la respuesta.

i) (‘RZ;+;2R;.)
a) H= { (X;y)eR* /x> +y* <0 } =@ Hno cumple el primer axioma de las condiciones suficientes o sea H no es subespaciol

b) H= { (X y)eR?/|x+y|2 0} =R? luego H es un subespacio trivial| por definicion.

c) H ={(x;y)eiR2 /3x+y=0}={(x;y)e9%2/y=—3x}
1)¢ H=@? Si, porque (0;0) € H . Los elementos de H son del tipo(x;-3x) y (0;0) = (0;-3.0)
2) ¢ HcR*? Si, por definicion de H
)¢ ueHAVEH = U+VeH?
UeH o> U=(x;-3%)y VeH —>V=(x,;-3x,) entonces
U4V = (%5-3%, ) +(%,;-3%,) = (X, + X,5 = 3%, = 3%, ) = (X, + X,; = 3(X, +X,))
Se cumple esta condicion, porque en el vector suma, la segunda componente es la opuesta del triple de la primera.

d)iaxeRAVeH=>aveH?
a¥ = a.(X;—3x) =(a.x;a.(-3x)) = (ax; —3ax). Se cumple también esta condicion.

Por lo tanto, |(H;+;R; . ) es un subespacio de (9%2;+;ER;.)
, porque el vector nulo (0;0) ¢ H

d) H={(xy)e®*/x+y-2=0} |Hno es subespacio
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a) H={(x;y;z)eER3/x=3y A z=—y}
1) H# & ? Si, (3;1;,-1) € H Nos preguntamossi ¢ el Oe H?Si
2) H < R°*?Si,por definicion de H
3)V UeH,YveH:U+veH
UeH :>G=(Xl; Vi;z,)eH =X, =3y, Az, ==Y, . G=(3y1;y1;—yl)
veH :>\7=(x2; Y,;2,)EH=X,=3y,Az2,==Y, .'.\7:(3y2;y2;—y2)
U+V = (Y55 V=Y + (3Yai Vai=¥a) = BY, +3Y,0 Vi + Voi =Yy = ¥o) = (B(Yy + V)i Va + Vai — (Vs + ¥,) ) e H
Hv ae‘.}i,‘v’ae H :a.ae H
UeH :>G=(x1;y1;zl)e H=x=3y,Az, ==Y, .. G=(3y1;y1;—yl)
a.u =a.(3y,;;¥,:;-Y,)=Cay,;ay,;—ay,)e H

.|H es subespacio de R*

b) H ={ (X y;2)eR’y= 3} IH no es subespacio|, porque el vector nulo (0;0;0) & H

c) H ={(X; y;z)e R}/ x+y—3= 22} H no es subespacid, porque el vector nulo (0;0;0) & H
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d) H={(x;y;z)e§R3/z=3x+y}

NH= G ?Si, (1;2;5) € H porque 5= 3.1+2 . Nos preguntamos ¢ el OeH? Si
2) H c ®*? Si, por definicion de H
3)VueH,VVeH: :Uu+veH
UeH=uU=(X;Y;2)eH =z =3x+y, .. Uu=(X;Yy;3X +V,)
VeH=V=(X,Y,:2,)eH=>127,=3X,+Y, .. V=(X,;¥,;3X,+ Y,)
U+V = (X5 Y53X 4+ Y,)+ (X V03X, 4+ Y,) = (X + Xy Vi + V53X 4+ Y, +3X, + Y, ) = (X + X, ¥, + Y, 3(X + X,)+ (Y, + Y,) e H
4)V aeR,VieH :a.UeH
UeH=U=(X;Y;2)eH =z =3x+y, .. U=(X;Y;3X, +Y,)
a.l=a.(X;Yy;3x +Yy,)=(ax;ay;a3x, +Vy,)) = (ax;ay,;;3ax, +ay,)e H

..|H es subespacio de R°®

i) (R +:%;.)

a o0
a) Hl={Aemm/Aesescalar}:{AeﬂiM/an=a22=a/\a12=a21=0}={(0 aj/aem}

00
1) H, # &. Porque Nz( ]e H,
00
2) H, <« R**?, por definicion
3)VAeH, AVBeH, > (A+B)eH,

a o0 b 0 a o0 b 0 a+b 0 - 2
AeH, > A= ABeH, - B= luego A+B= + = eH, .'.|Hl es subespacio de R
0 a 0 b 0 a 0 b 0 a+b

a 0 aa al aa 0
AHVaeRAVAeH, > aAeH, luego a = = eH,
0 a al0 aa 0 aa

PRACTICA IV as




ALGEBRA (71)

b) H, = {A e R | Aes antisimétrica} = {A eR”la,=a,=0nra,= —a21} = {[

00
1) H, # &. Porque Nz(o O]E H,

2) H, c®*?, por definicion
3)VAeH,AVBeH,—>(A+B)eH,

0 a
]/aefﬁ}
-a 0

0 a 0 b 0 a 0 b 0 a+b
AeH, > A= ABeH,>B= luego A+B= + = eH,
-a 0 -b 0 -a 0 -b 0 —(a+b) O

0 a a0 aa 0 eaa - 2
HVaeRAVAeH, >aAeH, luego a = = 0 eHZ.'.|H2 es subespacio de R

-a 0 a.(-a) a0 —a.a

0 0 .
c) H,= {Ae R>* | Aes ortogonal }= {Ae R A" = A‘l} H, no es subespacio de R*** | porque N:[O OJ ¢ H,. La matriz nula no

es ortogonal

2a

d) H4 ={A€§‘R2x2 /all =2a12/\ aZl =_a22}={Aem2x2 /(

00
1)H, = J. Porque N =[0 Oje H,

2) H, c®>?, por definicion
3)VAeH,AVBeH, > (A+B)eH,

2a a 2c C 2a a 2C ¢
AeH, > A= ABeH,>B= luego A+B= + =
-b b -b 0 -b b —-d d

(

2a a 2a a 2aa a@a
4)VaeRAVAeH, >aAeH, luego a( ]=[“( ) “J=[a a]eH4.'.

-b b a(-b) ab —ab ab

a
b] con aeiR,beiR}

2(a+c) a+c
eH,
—(b+d) b+d

H, es subespacio de R**
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4 a 00
e) H, ={AeiR2X2/all=4/\ a,, =a12+a21}={(b a+b)/aeiR,beiR} H, no es subespacio de ®***| porque N:[O Ojﬁ H,

iv) (ER“;+;ER;.)
a) W, ={(x; y;z;w) e R/ x+ y+z=0}={(x; y;z;w)ei}{“/z=—x—y}={(x;y;—x—y;W)IXGiR,yeiR,WeiR}

1)W, #Q porque (0;0;0;0) eW,
2)W, cR* por definicion
IVUeW, AW eW, » (U+V)eW,
deW, > U=(X; V=% =Y W)AVEW, 5V =(X,;Y,; =X, — Y, W,)
luego U4V =(X +X,; ¥+ Vi =X = Y, = X, = Yoy Wy + W, ) = (X, + X5 Y, + Vo =(X, + %)= (Y, + ¥, )sw, +W,) eW,
HAVaeRAVUeEW, > alieW,
luego atli=a.(X;y;-X-y;W)=(ax;ay,—ax—-ay,aw)eW,

| W, es un subespacio de §R4|

b) W2={(x;y;z;w)e2R4/x= y+2/\w=0}={(y+2;y;2;0)/YGERvZGER}

)W, = porque (0;0;0;0) eW,
2)W, < R* por definicion
IVUeW, AW eW, - (U+V)eW,
ueW, > uU=(y,+2;¥,;2:;0) AVeW, >V=(y,+2,,Y,;2,;0)
luego U+V=(y,+2,+Y,+2,;Y,+Y,,2,+2,;0)=((y, + Y,)+ (2, + 2,); ¥, + ¥,,2, + 2,;0) e W,
AVaeRAVUEW, > alieW,
luego ati=a.(y+12;y;2;0)=(ay+az;,ay;az;0)eW,

| W, es un subespacio de ER4|
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c) W3={(x; y;z;w)eSR“/x=O}
1)W, =& porque (0;0;0;0) e W,
2)W, < R* por definicion
JIVUeW, AVW eW, > (Li+V)eW,
deW, > u=(0;y,;z;;w,) A VeW, >V=(0;y,;Z,;w,) luego u+V=(0;y,+Y,;Z, +2,;w, +W,)eW,
AVaeRAVUeW, >aleW,

luego al=a.(0;y;z;w)=(0;ay;az;aw)eW, ..| W, es un subespacio de R*

5) Verificar que el conjunto solucion del sistema:
X, + 2X,— X,=0
2X, +3X,—2X, =4

1 2 -1i0 1 2 -10 1 2 -100) (10 -] 8) [ x-x=8
2 3 =24 {0 -1 0i4)wr, (O (1) 0i=4) 0 1 0i-4 X, = —4

S={(x;%,;%,)eR/Xx,=—4 A X,— X, =8}..Sno es un subespacio de (R*,+, R, .) porque (0;0;0) &S
1 2 3 2 1 3

no es un subespaciode (R*;+;R; .)

[ x+2y- z=0
b) 13X+ y+2z=0 es un subespacio de (R*;+;R;.)
4x+3y+52=0

1) 2 -110) (1 2 -1i0 1 2 -110) (1 0 1i0 1 0 1i0) (1 0 010
31 20/~|0 -5 5i0|-l,=[0 (1) -1i0f=l0 1 -1i0| =~ |0 1 -1i0|=[0 1 0}0
4 3 50/ \0 -5 9.0 0 5 9;0) (0 0 4;0)i, 00 (0:0) (00 10

S={(0;O;O)} es un subespacio trivial osea S es un subespacio de (R®,+ R,.)
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6) Sean v,= (1;,-3; 2) y V,= (2;-1; 1)pertenecientes a RS
a) Escribir, si es posible, V= (4 ;3 ;-1)como combinacion lineal de v, y Vv,

a(1,-3;2)+ p(2-11)=(43;-1)

@M 20 4) (1 2 4 1 21 4) (1 0i=2
—3 -1 3|=|0 5:15|~r-+[0 (D) 3|=[0 1: 3| a=-2Ap=3 = (43-1)=(-2)(L-3;2)+3(2-11)
2 1;-1) (0 -3{-9 0 -3;-9) (0 0} 0

b) ¢Es posible expresar U = (2 ;1 ;-3)como combinacion lineal de v,y v, ?

a(1,-3;2)+B(2-11) = (21-3)

@ 2! 2y (1 2% 2 1 20 2) (10! —4/5
-3 -1i 1|=|0 5i 7|~g 1[0 (i7/5|~|0 1i 7/5
2 1:-3) \0 =3:-7 0 -3; -7) \0 0:i-14/5

Sistema incompatible, (2;1;—-3) no se puede expresar como combinacion lineal de (1;-3;2)y(2;-1;1)

c) ¢Para qué valor de k e R es (1 ;12; k) una combinacion lineal de v, y v,?
a(1-3;2)+ f(2-1;1) = (1;12; k)
M 281y (1 2i 1 1 2¢ 1) (1 0 =5
-3 -1i12|=|0 5i 15|~f-}0 ()i 3|=l0 1: 3
2> 1. k) o 3ik-2 0 3 k-2) 0 0 Kk+7

Para que el sistema sea compatible y (1;12; k) sea combinacion lineal de los vectoresdados = k+7=0=| k =-7
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d) Indicar qué condicion deben cumplir los nimeros reales a, b y ¢, para que el vector (a; b;c) sea una combinacion lineal de v, y Vv,
a(1;,-3;2)+ B(2,-1;,1) = (a;b;c)

1 2 a 1 0 -a—-2b
(1) 2ia 1 2 a éb . b53 Pal’aqueeISIStemaseacompat|b|eyéab; b;C) sea
- _1Eb |0 5§b+3a #rg[0 D) +5a =[0 1} +5 2| CL de los vectores dados debe —2F2F°C _
2 1ic) \0 -3ic-2a "
0 -3:c-2a 0 O:—a+—+50 —a+3b+5c=0
5 J i 5 )

7) Hallar k para que V = (k;1; 1) resulte combinacion lineal de U=(0;2;1) y W= (1;-1;0)
a(0;2;1)+ B(L,-10) = (k;1;1)
0 WK (0 1! k) (0
2 111~ 2 0li1+k]|~|0
1 o0i1) l@ of 1) (1

Para que el sistema sea compatible y (k; 1; 1) sea CL de los vectores dados

=>k-1=0=>|k=1

i kK
ogk—l
0! 1

8) Determinar si el conjunto dado de vectoreses L.D. o L.I
a) En (®%+:%:.), A={(311), (3-15), (4:0;-3)}

a(3;1;1) + B(2;-1;5) + y(4;0;—3)=(0;0;0)

3 2 4!0) (0 5 410 0 5 410) (0 13 0!0)3~ (0 (1) 0i0) (0 1 0i0
1) -1 0:i0|=|1 -1 0i0 |1 -1 0:0|=|1 -1 0:0| =[1 -1 0:0f=1 0 0:0
1 5 -3{0) \0 6 -3;0)-pr (0 =2 (D0} (0 =2 1:0 0 -2 1:0) \0 0 1i0

r(A)=r(A") =3=n°deincognitas = SCD = S ={(0;0;0)} = la familia de vectores A es linealmente independiente
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D536 2)
o) = (5 D D ) o)

4a-2B8 =0

4a-2B =0
4ba-2B —2a+f 00 2a+B =0
= = = 1—2a+p =0
0 a+p-2y 0 0 0=0
a+p-2y=0
a+pf-2y=0
4 -2 0i0) (0 -6 810 0 -6 jio 00 00 f(A)=r(A)=2<3
| | f | = =2<3 =
=2 1 0i0|~|0 3 —4i0|br=|0 (1) —=i0|=|0 1 —4/3i0 N
1 1 250 11 2;0 3 3 10 2/3;0 SCI = la familia B es LD
@ | Il 1 1 -2i0 —el9
1 20 2 00 010
c) En (9{2X3;+;SR;.),C= : ,
300 4 00 0 0O
1 2 O 2 00 0 10 0 0O
a +}/ =
3 0 0 4 0 0 0 0O 0 0O
a+28=0 1 2 0 0 1 2 0
=420+ y=0=|2 0 1: 0 yaquel2 0 1|=-2#0=>SCD=>a=p=y=0..CesLlI
3a+48=0 3 4 0 0 3 40
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d) En (R*+%:.), E={(11).(2:2)}
a(1;1)+ B(2:2)=(0;0)
[(1) 2 O] z[l 2 0): r(A)=r(A")=1<2= SCI = LafamiliaEesLD
1 20 0 0:0

9) Determinar la o las condiciones que deben satisfacer los nimeros a, b, ¢ y d a fin de que los vectores (a; b) y (c;d)del espacio (R?,+,R, .)
sean LI.

Para que un conjunto de vectores sea linealmente independiente el sistema homogéneo que resulta de plantear la combinacion lineal

] ) ] o .a+a,c=0 . ) R .
o, (a;b) +a, (c;d) =(0;0) __ El sistema homogéneo que resulta de plantear la combinacion lineal debe ser compatible
a,b+a,d=0

determinado, luego # 0 . En consecuencia ad —bc = 0 0 bien ad #bc

10) Analizar y decidir justificando si los siguientes pares de vectores son LI o LD.

a) (1), (27) L1 ambos distintos del vector nulo y no son CL entre si
b) (2; 4; 1) , (8; 16; 4) LD porque (8; 16; 4) =4 (2; 4; 1)
¢) (5 510; 0; 5) ,(1; 1; 2; 0; 1)) LD porque (5; 5;10; 0; 5)=5.(1; 1; 2; 0; 1)

d) (0; 0; 0) , (-5; 7;18) LD porque el vector nulo es LD
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11) Hallar todos los ce®R para que A={(1—c;1+c),(1+c;1—c)} sea linealmente independiente.

Planteando la CL que da por resultado el vector nulo:

a(1-c;1+c)+B(1+ci1-0)=(00) - (a(l-c); a(l+c))+(B(1+c); B(1-C))=(00) —
s s - L

Para que los vectores de A sean L1, los escalares deben ser 0. (Para que la Gnica combinacion lineal que da el vector nulo, sea la trivial).
Entonces el sistema debera ser SCD y entonces el determinante de la matriz de los coeficientes debe ser distinto de 0. O sea:
l1-c 1+c

lec 1-c 20 (1-c)(L—¢)—(L1+C)(L+C) 20— (1—c)? —(L+C)* 20— —2c+ 27 AL —2c 7 20— —4c#0—>[c20)

12) Determinar si el conjunto de vectores dado genera en cada caso el espacio vectorial indicado. En caso negativo, halle el subespacio generado.

i) (R%+%:.)

) A ={(12) (34
3y —4x

@ 3:x) (1 3 «x 13, X} |1 0= r(A)=r(A") =2=ncincog = SCD
a(1;2)+ B(3:4)=(xy) > | = 5 . & Ly +2x |® 5 = -
2 4ty 0 -2;y-2x)-5/ |0 (1) 5 0 1;—y+2x A, genera R
; L2
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) A ={(1:1).(2:2).(5:5)}
1 25 X Para que el sistema tenga solucién debera ser : y—x=0

@ 2 5 X -
“looo y—X El conjunto no genera todo R*

a(l;l)+ﬂ(2;2)+}/(5;5)=(X;y)—)[1 2 50y

.| A, genera un subespacio propio : E = {(x; YeR /y—-x= O} = {(x; Y)eR /y= x}o sea E = {(a;a) conae ER}

0 A={(11).(21).(2:2)}

: : N (- L 2 2ix) (1 2 2; x (1 2 2 x) (1 0 2;-x+2y
05(1,1)+/3(2,1)+y(2,2)—(x,y)—>(1 X 2§yj~(0 ) Ofy—x]—FZ~[0 o Of—y+x]~[0 - _y+xj

= r(A)=r(A")=2<3=n°incog=> SCI pero |A, genera R’

i) (‘RS;+;ER;.)
a) B, ={(L11).(0:1;1),(0:0;1)}
M 0 0ix) (1 0 0 «x 10 0! x
a(L51)+B(0L1)+7(0;0,1)=(x;y;2)>| 1 1 OEy ~|0 (1) Ogy—x ~|0 1 0 Ey—x ~
1 1 1:z) (0 1iz-x 00 (1):
r(A)=r(A")=3=nrfincog= SCD .. B, genera R’
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b) B, ={(£2:3).(-1:2:3).(5:2:3)}

(1 -1 5ix 1 -1 5% x 1 -1 5§ x 10 3! 3x+z/2
a(1,2:3)+B(-123)+y(5:23)=(x;y;z)>| 2 2 2:y|~|0 4 -8 iy-2x|1_~=|0 4 —8§ y-2x |=|0 0 0 :3y-2z/3

3 3 3iz) (0 6 -12iz-3x)6 * (0 () —2iz-3x/6) (0 1 -2} z-3x/6
= Para que el sistema tenga solucion debera ser :3y—2z/3=0 = 3y—-2z=0, el conjunto no genera todo R*
*.|B, genera un subespacio propio:B_2={(x; y;2)eR®/3y-2z =0}

) B,={(201).(312).(1,:1).(7:3:5)}
2 317x 0 -1 -1 -83ix-2z) (0 0 0 O!x+y-2z
a(2:0,1)+B(3:52)+y(LL1)+0(7:3:5)=(x;y;2)>| 0 1 1 3iy|~f0 1) 1 3i y |[=/0 1 1 3: y
(1)2152 1 2 1 5 z 10 -1 -1 z-2y
= Para que el sistema tenga solucion debera ser : x+ y—2z =0 =, el conjunto no genera todo R°*
B, genera un subespacio propio:B_2={(x;y; 7)eR® I x+ y—22=0}0 seaB_2={(x;y; z)eiR3/x=—y+22}
iii)(ﬂ%m;+;iR;.)
2 1)(0 0Y(3 -1)(O0 O
a.) C ) 1 )
0 0){(2 1)\0 O 31

21 +8 + - +0 y
a
00 2 1) 7o o t
20 30/x) (0 0 5 0§X—2y 00 5 0ix-2y) (0 0 5 0!x-2y\r (0 0 0ix-2y/5] (0 0 1 0}x-2y/5
[1] 0 -1 0}y| |t © -1 0} y| |t 0 -1 0} y| |10 -1 0 y 10 -1 0] y| [1 00 0:i3y+x/5
0 2 03§Z~0 2 0 3 z|7[o o OEZ—ZtNOO OlEZ—Zt 00 015 Z_2t~0001' z-2t
01 01it) 0] o1 ) (o 0 1. tJ\0 1 00;3t-z 01 00, 3t-z) (0 100] 3t-z

r(A)=r(A")=4=ndeincognitas = SCD = el conjunto genera R**
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1 2 4 -1 -2 5 Xy a+p+4y—-26 20—y +56 Xy
+p +y +0 = =
00 3 0 6 0 zZ w a+3y+66 Oa+08+0y+05 Z w
4 20'x) (1 1 4 =27 x) (1 1 4 2! x) (1 9 0 18! x+4y 1 9 0 18! X +4y
-1 5:iyl]0o 2 -1 5 y||lo—2@ 5 -y[|0o 21 -5: —y 0 21 -5 —y
3 6:2z| [0 -1 -1 8iz-x| [0 -1 -1 8iz-x| [0 -3 0 3iz-x+y %FS 0 -1 0 ()i(z-x+y)/3
0 Oiw) (0 0 0 O] 0 0 0 0; w/ (o 00 O]f w 0 00 Of w

12700 X+4y-6(z—x+y) Para que el sistema tenga solucion w=0..C, genera un subespacio propio
0 =7 1 0: -y+5/3(z=x+Y)
~ ; — X — X
0 -1 0 1: (z=x+y)/3 CZ={( y]e‘ﬁmlw=0}oseacz={[ g]/x,y,zEm}
0 000! w £ :

13) Hallar todos los valores de kef®R, para que el vector G=(3;k—3;2k) pertenezca al subespacio generado por los vectores de

={(2:0;4),(10;2)}.
204+ﬂ 1,0;2)=(3:k - 32k)
2 (1) 2 1!
0 O k—3|~|0 O — 3| Paraqueelsistema sea compatible k —3=0 osea
4 0 0
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14) Analizar si el vector 6 = (2;14 ;—34;7) pertenece al subespacio de R* generado por los vectores V,=(1;4-532) y V, =(1;2;3;1).

Hallamos el subespacio generado por los vectores v, y V,
a(1;,4,-5;2)+ B(1,2:3;1) =(a; b; c; d)

lia) (1 1! a) (1 1| a) (10! a+d-2a) (1 0! —a+d

4 2ip| |0 2ib-da| |0 -2; b-4a| |0 0ib-da+2(-d+2a)| [0 O] b— 2d b -2d=0 [b=2d

& 3i¢|7lo 8icesa|T|0 8! c+5a|%|0 0ics5a—8(d+2a)| |0 0ic—1la+8d :{—na +c+8d=O:>{c=11a—8d
2 1id) \0 -1{d-2a) |0 [1]i-d+2a) (0 1] —d+2a) \0 1] -d+2a

A={(a;b;c;d)/b=2d Ac=1la-8d}

Si ahora tomas el vector g veras que cumple con esta condicion del subespacio que generaron los vectores v, y V,

El otro método:
a(1;4,-5:2)+ B(1;,2;3;1) =(2;14;,-34;7)

Resolviendoa =5 y f=-3
O sea 5(1;4;-52)+(-3)(1;2:3;1) =(2;14;-34;7)
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15) Verificar que el conjunto B = {(1; 1;1),(%30),(%0; 0)} es una base de (923;+;5R; ) Expresar el vector (a; b; ¢) como combinacion lineal de

vectores de esa base.

a(1;1;1) + B(L;1,0) + #(1;0;0) = (0;0;0)

M 1 1i0) (1 1 10 1 1 1i0) (1 0 00 10 0/0) (1000
110:0{=~/0 0 -1:0 |0 0 -1:0|{~|0 0 -1:0|(-1)F,~|{0 0 (1):0(~[0 0 1:0
1000/ \0 -1 -1i0)(-DF, (0 O 1i0) 0 1 1:0 01 1:0) \0 1 010

r(A)=r(A")=3=nde incognitas = SCD

= S ={(0;0;0)} = la familia de vectores B es linealmente independiente y por lo tanto son base de R® ya que tres vectores de R*
linealmente independientes generan dicho espacio

a(1;1;1) + B(1;1;0) + #(1;0;0) =(a;b;c)

@M 1 1la) (1 1 1! a 1 1 1 a) (1
1 1 0ibl=|{0 0 -1ib-a ~|0 0 -lib-al=|0
1 00ic) (0 -1 -1ic-a)c)F, 0 @ 1ia-c) |o
¢(L,1;1) +(c-b)(L;10) + (a-b)(1;0;0) = (a;b;c)

(a;b;c)[B]=[c —+b a-b]
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16) Determine si el conjunto dado de vectores es una base del espacio vectorial indicado. En caso de no serlo, halle el subespacio generado, una

base y su dimension.
a) En R?, el conjunto {(1;2),(1;0)}
a(1;2) + B(1,0) =(0;0)

1 1:0 1 1:0 0 10
2 050%F2~ @ o0io) (100
r(A)=r(A")=2=n° de incégnitas = SCD = el conjunto es LI

a(1,2) +B(10) =(x;y)

: y
[l lix]l 1 1:x 0 1:X—E
f ~ by R f
2 0 —F 1) 0= :
Y)SR (@) 005 Ly

r(A)=r(A") =2=n° deincognitas = SCD = el conjunto genera R*
Luego el conjunto genera el conjunto R* y ademas son LI por lo tanto son base de R*
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a(1;2;-1)+ B(1;0;2) + ¥(2;1;1) = (x;y;2)

10 1! 2x =2 10 1 2x=2) (1 ¢ ¢
M 1 2ix) (1 1 20 x 1 1 20 x 3 3 §
2 0 1iy|s[0 2 -3iy-2x| =|0 —2 -3iy-2x|=|0 0 —1§W(—1)Fzz 00 (1)@4)(_333'_22 ~[0 0 1
12 1}z 03352+X%F30(1) 1ﬂ —_— 24x U z+x| [0 1 0]
! 3 ! 3

r(A)=r(A")=3=n° deincognitas = SCD = el conjunto genera R°*
Para que sean base deben ser L1
a(1;2;-1) + B(1;0;2) + (2;1;1) =(0;0;0)

@ 1 2i0) (1 1 20 1 1 2i0) (10 10 10 1!0) (1000

2 0 1i0|~[0 -2 =310 =[0 -2 -3i0|~[0 0 -1i0|(-1)F,={0 0 (1)i0{~[0 0 1:0

-1 2 1:0) (0 3 3;0%F3 0@ 1:i0) (01 1:0 01 1i0) {0 1 0:0

r(A)=r(A")=3=n° deincognitas =SCD =S= {((0;0;0))} los vectores son LI luego |B ={(1;2;-1) ,(1;0;2) ,(2;1;1)} ladimension es 3

F-2X+3y+z

3

! 4x-3y-22

3
—-X+y+z
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c) En %2, el conjunto {(1;0;2),(3;—1;4)}

a(1,0;2) + B(3,-1,4) =(x;y;2)

1] 3ix ! 1 3! x
1; é i X DE o § ; 2 X+3y Para que el sistema sea compatible z—2x-2y=0
DR b Y |FUF, = ? Y ! -y no genera ®° . S ={(x; y;z)/ z=2x+2y}
2 4.1 0 -2;z-2x 0 —2iz-2x 0 0;z-2x-2y

(X;¥;2)=(X; y;2x+ 2y) =(%;0;2x) + (0; y; 2y) = x(1;0; 2) + y(0;1; 2) los vectores generan S y ademas son LI .. B:{(1;0;2),(O;1;2))} la dimensién es 2

d) En %%, elconjunto {(1;1;1),(3;0;1),(-15 25 3),(034; 5)}

o, (L151)+a,(3:0; 1) + @, (-1 2; 3) + @,.(0;4;5) = (a;b;c)  Efectuando operaciones, y por definicion de igualdad de ternas, llegamos al sistema:

10 2 b
o +3a,-a,=a 3 -loja|l (1 3 10| a ) 1 3 -1 04 ba N 1
a,+2a, +4a, =b 1 0 24b|~[0 3 34b-alF.->=|0 -1—5-%& <o 1 -2 -%a
a, +a,+3a,+5a,=C 1 1 35| (0 -2 45/c-a 0 -2 4 5| c_a 71 1
00 —i-Za-=bh+c
3i 3
10 2 4 b 100 2 a3
| 3. 33
~ 01 -1 -4 _b=al o 10 2 Lao2 L
. 3 3 6. 6 3 2
F,.- 70011, 1 7001 1, 1
00 |1 —i——a-=-b+=c 0 01 —:i--a--b+-c
2 61 6 3 2 6i 6 3 2

r(A) = r(A") =3 <4 = Sistema compatible indeterminado, existen infinitos escalares, se da algo particular el nimero de vectores excede el nimero de componentes
de los vectores pero los rangos coinciden con las componentes de modo que el conjunto de vectores genera R*. El subespacio generadoes S =R*, su dimension es 3.
Observacién : El conjunto no puede ser base del subespacio generado pues es LD ya que posee 4 vectores. Para obtener una base a partir de él, hay que recordar que si
un conjunto es LD, existe algtn / algunos vector / vectores que es / son combinacidn lineal de los restantes.

g.(l;l; 1)+[—%j.(3;0; 1)+%.(—1; 2;3)=(0;4;5)..B= {.(1; 1;1),(3;0;1),(-1; 2; 3)} la dimension es 3
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e) En %%, el conjunto {(1;0;0),(2:2;0),(3:3;3)}

a(1;0,0) +B(2;2;,0) + 7(3:3;3) =(xy;2)

12 3 ix| [1 2 00x=z 1 2 0ix—z] [1 0 0ix—y

1 2 3ix | | | |
: i i P y-z P y-z
02 3iy| =02 3Eyz0205y—Z%F2z0OETz0105T
00 3{z)" - . - .
00 |1|i=] |0 0 1: = 0 0 1: = 001: =
53 i3 i3 i3

r(A)=r(A')=3=n° de incognitas = SCD = el conjunto genera R*
Para que sean base deben ser LI
a(1,0,0) +B(2;2,0) + (3:3;3) =(0;0;0)

12 3i0 12 30| (1200 1 2 0j0 000
0 2310 ={02 3i0[=[0 2 0i0[tr,~|0 [1] 0{0|~{0 1 00
0 0 3;0)L, 0050 00 1;0 0 0 1}0 0 1;0

r(A)=r(A")=3=n° de incognitas = SCD = S ={(0;0;0)} los vectores son L1 = |B ={(1;0;0) ,(2;2;0) ,(3;3;3)}, dimension 3

17) Explicar por qué los siguientes conjuntos no son una base de los espacios vectoriales indicados.

a) A= {(1; 2),(0; 3),(2;7)} para R*. Para que el conjunto A sea una base de R°, debe tener 2 vectores LI, ya que el cardinal de

cualquiera de las bases de R* es 2. Los vectores del  conjunto dado son LD

b) A = {(—1; 3; 2),(6; 1; 1)} para R°. Para ser base de R?*, el conjunto debe tener tres vectores LI, ya que el cardinal de cualquiera de las

bases de R* es 3.

11 6 0)(3 0)(5 1)(7 1 .
c) A3={(2 3}[ . 4},[1 7),(4 2),(2 9)} para R***. Para ser una base de R***, deberia contener 4 vectores, ya que el cardinal

de cualquiera de las bases de ese espacio es 4. El conjunto de vectores dado es LD.
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18) ¢Qué valores de k e R hacen que el conjunto {(1; 0; k).(k;1;0),(k+1;1; k)} sea una base de R3?

Si quiero que los vectores sean base deben ser L.I y ademas generadores del espacio al que pertenecen. Tres vectores L.I generan R®.
Se plantea entonces la combinacién lineal igualada al vector nulo de %R*
a(L; 0;k) +B(k;10) +y(k+1;1; k)= (0;0;0)

(1 k k+110

0 1 1 0 Para gue estos vectores sean L.I el determinante del sistema homogéneo debe ser distinto de cero
k 0 kio0

1 k k+1

0 1 1 |=1(k-0)+k(k—k-1)=k-k=0. Seobservaquees cero cualquierasea k

k 0 Kk

Luego no existen valores de k para que la familia de vectores sea base de R*

19) Verificar que el conjunto solucion del sistema homogéneo asociado al siguiente sistema de ecuaciones es un subespacio de (ER3;+;ER; )

X - 1=2
6x-7y+ z=-1
X+4y-5z= 4
a) Dar una base y su dimension.
x - 2=0 0 -1:0) (1 0 —1:0 1 0 -110) (10 -1!0
6x—-7y+ z=0=| 6 -7 10 ~|0 -7 750 —2F |0 —1%0 ~|0 1 —150 r(A)=r(A")=2<3= SCI
X+4y-52=0 1 4 5i0] (0 4 —4i0 0 4 —4i0) \0 0 0;0

PO = s Gew ixmt & y=1} = (xvin)=(nn)=2(12) 8= (131) }odims -1
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b) Si el vector V = (3;3;3) pertenece al subespacio, expresarlo en dicha base.
Elvector (3;3;3) € S = (3;3;3)= a(1;1;1) = a=3
Se pide verificar que el conjunto solucidn es un subespacio de (SR3;+;9{; )
O sea que: (S,+,%,.)es un subespacio de (%t°,+,%,.) , siendo: S={(x;y;z)e R’ / x=zAy=1}
1) S es no vacio porque por lo menos (0;0;0) pertenece a ese conjunto

2) Esta incluido en ®*, porque por definicion los elementos de S son vectores de R*
3) Esta condicion se cumple, lo vemos sumando dos vectores de S:
(zz:2)+(z52%2")=(z+2"z+2"z+2") Y este resultado pertenece a S porque es una terna con sus tres componentes iguales.

4) a.(z;z;7)=(a.z;a.z;a.z) Y €l resultado tambien es un vector de S.
Como se cumplen las 4 condiciones (S,+,%,.) es un subespacio de (9%3;+;ER; )

20) Verificar que el conjunto solucion de los siguientes sistemas de ecuaciones es un subespacio de (9%3;+;ER; )

X+2y-3z=0
X +2z=0
a) Dar una base y su dimension.

1 2 =30 1 2 =30 1 2 -3:0 10 20 ,
! "~ ! . ® ! ~ f I’(A)=I’(A)=2<3:>SC|
10 2:0)\0 2 5:i0)2, \0 (1) 5/2i0) \0 1 -5/2:0

X +2z=0 N . )
{ y-5/22=0 = S_{ (xyiz)e R’ Ix==-2z A y—5/22}

(xy;2)= —Zz;ﬁz;z =z —2;§;1 Este vector genera el espacio solucion yes LI la basees |B = —2;5;1 dimS=1
2 2 2

b) Siel vector Vv =(—4; 5; 2) pertenece al subespacio, expresarlo en dicha base.

a(—z;gn) =(-4:52) .. a=2=(-452)=[2],
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Para verificar que S es un subespacio de(m3;+;‘ﬁ; ) se deben cumplir las 4 condiciones:
1) S es no vacio porque por lo menos (0;0;0) pertenece a ese conjunto

2) Esta incluido en %2, porque por definicion los elementos de S son vectores de %*
3) Esta condicion se cumple, lo vemos sumando dos vectores de S:

(—Zz,gz, zj + (—22',%2', z'] =(—22 - 22',22 + gz', Z+ z'j =(—2(z + z'),g(z +2"),2+12 ] y este resultado pertenece a S.
4) a.(—Zz,gz, z] = [—Za.z,ga.z,a.z) y el resultado también es un vector de S.

Como se cumplen las 4 condiciones (S;+;ER; ) es un subespacio de (ER"’;+;92; )

21) En %°se define A={(k;1;k),(k;2;2k),(3k;k;—k)} .

a) Hallar todos los valores de k para que el conjunto A sea una base de R°>.
a(k;l; k) + ,B(k;z; 2k)+ y(3k; k;—k) = (0;0;0)
k k 3k|O0 k k 3k

Para que los vectores de A sean LI, el sistema debe tener solucion Unica,
1 2 k|0 . . . o osea |1 2 k|#0
el determinante de la matriz de los coeficientes debe ser distinto de cero
k 2k -k |0 k 2k -k
k k 3k 11 3
| 2 K 1 k 1 2 ) ) )
=11 2 ki=kkil 2 k|=kK|1 -1 +3 ) =k [ 1(-2-2k)-1(-1-k)+3.0 ] =k’[ -2-2k+1+k |=k*[ -1-k ]
k 2k -k 1 2 1

Kk [-1-k]#0 =

Esa es la condicién para que los vectores de A sean LI, pero también para que A constituya una base de 9R°ya que tres vectores LI, también
son SG de R®
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b) Hallar todos los valores de k para que A genere un subespacio de dimension 2.
Si k=0el conjunto de vectores resulta: {(0;1; 0)(0;2;0)(0;0; 0)} el mismo es LD, porque contiene al 0. Hallamos el subespacio generado por

los vectores: a(0;1;0)+ B(0;2;0)=(x; y;z)
0 0|x
1 2| y| Paraque sea un sistema compatible x=0Ay=0.. S={(x;y;2)e®’ / x=2=0}={(0;b;0)/beR} Base B={(0;1;0)} dimS=1
0 0]z
Si k =—Lel conjunto de vectores resulta: {(—1;1;-1)(-12;-2) (-3;-1;1)}
Hallamos el subespacio generado por los vectores: a(-1;1;-1)+ B(-1;2,-2) + y (-3;-11) =(x; y;2)
-1 -1 -3|x 0 @ —4|x+y 01 -4 X+Yy
® 2 -1|y|~|]1 2 -1 y|~|1 0 7|-2x+y| Paraque seaun sistema compatible z+y=0.
-1 -2 1|z 0 0 O0|z+y 0 0 O Z+y
S ={(x; y;2)eR’ 2+ y=0}={(x; y;2)eR®/z =—y}={(x; y;—y)}|B={(1; 0;0),(0;1;—1) }dim S =2| .Luego si k=-1 A genera un sub de dim 2.

22) En ®°se define A={(2;k;1), (6:1;5) ,(2k;1;k+2)}
a) Hallar todos los valores de k para que el conjunto A no sea una base de R°.
a(2;k;1)+ B(6:1;5) +r(2k;1 ;k +2)=(0;0;0)
Para que A no sea una base de R*, bastaria con que los vectores de A no sean LI,

2 6 2k | O ) .
K1 110 0 sea que exista algun escalar que no sea 0.
15 k+2l0 Como es un sistema homogéneo, deberia tener infinitas soluciones.
Entonces el determinante de la matriz de los coeficientes, debe ser 0.
2 6 2k
1 1 k 1 k 1 5 5
k 1 1{=2 -6 + 2k =2(k+2-5)—-6(k" + 2k —1) + 2k(5k —1) = 2(k — 3) — 6(k* + 2k —1) + 2k(5k — 1) =
5 k4?2 5 k+2 1 k+2 1

= 2K 6 — 6k® =12k 46 + 10k’ >2K =4k* =12k —>|A|=4k* -12k=0 —>||A|l=0k=0v k=3|

A no sea una base de R>siy solosi k=0v k= 3|

1149
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b) Si k=0 hallar el subespacio generado, una base del mismo y su dimension.

Si k=0= A={(20;1),(6:1,5).(0;1;2)}

a(2;0;1)+ B(6:1;5)+7(0;1;,2) = (x; y;2)

2 6 0|x 2 0 —6|x-6y 0 0 O|x+4y-2z

0 ©@ 1|y|~[0 1 1 y|~{0 1 1 X—6y | Para que el sistema sea compatible x+4y-2z=0

1 5 2|z ® 0 -3|z-5y 10 -3 z-5y
A={(x;y;z)eiR3/x+4y—22=0}={(x;y;z)eiR3/x=—4y+22}={(—4y+22;y;z)/yeiR,ZGSR}

(—4y+2z;y;2) = (-4y;y;0)+(22;0;2) = y(-4;1;0) + 2(2;0;1) |B={(—4;1;0),(2;0;1)} = dimA=2

23) Dado A={(—1 ;2;4),(051;2),(5-1; k)}determinar los valores de ke R para que el conjunto genere un subespacio propio de R°.

Reemplazar a k por los valores obtenidos y hallar el subespacio generado, una base del mismo y su dimension.

a(-1;2;4)+8(0;1;2)+7(L-1; k)=(x;Y;2)

-1 0 1]|x -1 0 1 X
2 1) -1|y|~l 2 1 -1 y| Si k+2#0 = SCDy AgeneraR®
4 2 k|z 0 0 k+2|z-2y

Para que A genere un subespacio propio, debe ser k = -2

En ese caso, para que el sistema tenga solucion z—2y =0

El subespacio generado A = {(x; y;2)eR®/z-2y= 0} = A= {(x; y;2)eR®/z= Zy}
(x1y:z)=(X1y:2y) = (x,0;0)+ (0 y;2y) = x(1,0;0) + y(0;1:2)

B ={(10;0),(0;1;2)} dimA=2
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ax, +X, = X =1
24) Un valor de “a” para que el conjunto solucién del sistema homogéneo asociado a (a+1)x, +2x,=4 sea un subespacio de (R®,+,R, .)de
(@*-1)x,=1
dimension cero es:
a) a=0 b) a=1 c) a=-1 d a=2

ax, + X, - X;=0 . ., . ., . . , . ., ..
Un subespacio solucion es de dimensidn cero si y solosi la Unica solucién es la trivial.

a+1)x +2x,=0 ] . . . , .
2 3
Para que esto ocurra el determinante de los coeficientes del sistema homogeneo debe ser distinto de cero

(@°>-1)x, =0
a 1 -1
0 a+l 2 |=a(@+1)@ -1)#0= a=#0 A a#l A a=-1 .. |Larespuestacorrectaes d)|
0 0 a’-1
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