ALGEBRA (71)

UNIDAD TEMATICA 2

MATRICES Y DETERMINANTES

1) Escribir las matrices definidas por las siguientes expresiones:

a a a
A eR A=(gq) con a;=1-2j = A=[ll 2 13]@1%“3 A 3= 1-2]
a'21 a22 a23

{all=1—2.1=—1, a,=1-22=-3, a,=1-23=-5
porque
a,=1-21=-1 a,=1-22=-3, a,=1-23=-5
L b, b, b
3x3 3 < 1= S 3x3
Be®™,B=(b;) con by={" . =B=|b, b, b|eR™ A b=
i+j° o i#]
b3l b32 b33
b11:31 b22:3’ b33=3’
porquedb, =1+2°=5, b,=1+3"=10, b, =2+1"=3
b,=2+3"=11, b, =3+1"=4, b,=3+22=7
. o c, C 1?+1°  2x1
3x3 2' A I<J . . . 2 2 2 2
Ce®R ,C=(cij) con ¢;=3., ., . =>C=|c, C, Cyu|=[27+1" 2°4+2
'+) < 12 ] 2,12 Q2 , 92
Cy Cp Cy 3+1° 3F+2

i o i< d, d,) (31-1 31-2
DeiR"’XZ,D=(dij) con dij={0 . |_>Jj = D=|d, d,|=| O 32-2
o

d, d, 0 0

[HEN
o

I
A W0 Ww
-
-

i+j°iz]

~N W ol

10 13 18

o o N
o b~ B
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ALGEBRA (71)

2) Dadas las matrices
6

2
2 -5 3 -4 1 2
A= B= C=l1 -1
1 0 4 -1 0 6
2 2

Hallar:

2 -5 3 -4 1 2 8 -20 12 -4 1 2 4 -19 14
a) 4A+B=4 + = + =
1 0 4 -1 0 6 4 0 16 -1 0 6 3 0 22

T -4 1 2 2 1 2 2 -5 3 6 0 O 6 -15 9 T 12 -15 9
b) (—B+C )+3A= - + +3 = + :>(—B+C )+3A=
-1 0 6 6 -1 2 1 0 4 7 -1 -4 3 0 12 10 -1 8

T T 2 6 T 2 6 T 4 12
1 1((2 -5 3) (-4 1 2 1((-2 -4 5 -1 -2 5/2
c) |=(A+B)| +2C=|= + +2|1 -1|=|= +2[1 -1|= +2 -2|=
2 2ll1 0 4) -1 0 6 2L 0 0 10 0 0 5
2 2 2 2 4 4
(-1 0) (4 12 3 12
-1 -2 5/2
= -2 0[+|2 =2|=|| 0 -2
0 0 5
52 5) (4 4) |\13/2 9
2 6’
. 2 -5 3) (-4 1 2 2 12 -2 -4 5) (2 1 2) (48 -10) |(6 9 -8
d) CT-2(A+B)=|1 -1| -2 + = —2 = + =
- 1 0 4)(-106 6 -1 2 0 010/ (6 -1 2) (0 0 =20) (6 -1 -18
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ALGEBRA (71)

o - a
3) Hallar, si existen, los valores de los reales a,b,c,d que verifiquen 3.[
c

a b a b6 4 a+b 3a 3b
3. = + = =
c d -1 —d c+d-1 2d+3 3c 3d c+d-2

a+4

4) Encontrar X e R™ " que verifique la siguiente igualdad: 2X — 5[2

[2
2X =5
3

2
-1 4

=5X+| 1
12

-1

RestoMa M

RestoMaM

T

0

6

~10 5 -20 2 1 -1
= +
(—15 -5 —10] X (o 4 6)

2 -1 4 2 1 -
4 =2X-5 =5X+
3 12 0 4

o

a 6+ 4 a+b
-1 —d c+d-1 2d+3

r3a=a+4:>
a+b+6
=4
d+3
L3d=d+3:> d=3/2
0 T
-1 4
=5X+] 1 4
o)
-1 6

5X = 5X
-10 5 2 1 -1
-3X+ =
155 -10 0 4 6
-10 5 (-10 5 -20
-15"-5 -10) (-15 -5 -10

MultiplicoM a M por—-1/3

2 1 -1) (-10
~3X = -
(o 4 6) (—15

12 -4 19
-3X =
15 9 16

5
-5

~20
—10)
4 41
X - 3 3
-5 -3 _16
3

J

3b=a+b+6=>3b-b=2+6=2b=8=[b=4
3c=c+d-2=3c-c=3/2-2=2c=-1/2=[c=-1/4]
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ALGEBRA (71)

L A I B B
o mo-zeo-(; (¢ 5 (0 I-C - -0 -G 2 3
o <1 )6 o o
o et 0 -6 -6 A6 I A

d) Obtener una matriz E de manera que: A+12 B—3 C + E sea la matriz nula de orden 2 x 2

A+12B-3C+E =N

10 00 2 2 e, €y 00
+12 -3 + =
10 11 2 2 €, €y 00
-5+e,=0=¢, =5

10 0 O 6 6 e, €5 00 -5+e, —6+e, 00 —-6+e,=0=>e, =6 5 6
10 12 12 6 6 e, €, 00 7+e, 6+e, 0 0 7+e, =0=>e, =—7 -7 -6

6+e, =0=>e,=—06
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ALGEBRA (71)

1 4 2 -1
6)Siu=(1 0 1) V=2 X=|-13 0 Y=I1 Hallar:
3 01 1
1
a)U.Vv=(1 0 1)|2[=(11+02+13)=|(4)
3
1 4 2 -1y (1 0 1) (42 -1 |5 20
b)V.U+X=|2](1 0 1)+|-1 3 0[=2 0 2[+|-1 3 O0|=(1 3 2
3 01 1)38303/L0o1 1) (314
4 2 -1\(1 00 4 2 -1
c) X.Y=[-13 0 1 0f=I-1 3 0
0 001 01 1
2 -2 -4 -1 2 4
7NSi U=|-1 3 4 V=1 -2 -4 Verificar:
1 -2 -3 -1 2 4
2 -2 -4 2 -2 -4 2 -2 -4 -1 2 4\ (-1 2 4) (-1 2 4
a) U’=U.U=|-1 3 4|.|-1 3 4|=|-1 3 4 Vi=v.V=l 1 -2 —4f| 1 2 —4|=| 1 -2 —4
1 -2 -3 1 -2 -3 1 -2 -3 -1 2 4)(-1 2 4) (-1 2 4
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ALGEBRA (71)

b
) (2 =2 -4\(-1 2 4\ (0 0 0)
uvs=[-1 3 4|| 1 -2 —-4(=|0 0 0
1 -2 =3J\-1 2 4) 00O
=uU.v=V.U
-1 2 4\(2 =2 -4\ (00O
V.U=| 1 -2 —4||-1 3 4|=|0 0 0
-1 2 4){(1 -2 -3) |0 0 0)
2 2 -4\ (-1 2 4) (1 00
c) U+Vv=[-1 3 4|+ 1 -2 —4|=[0 1 of=1
1 -2 3J (-1 2 4) \0 o0 1
8) Verificar que A.X = A.Y (aunque X #Y ), siendo:
1 =2 1 2 5 -1 -7 36 0 -6
A=l 2 1 -3 X=|-2 1 3 4 Y=[-1 2 4 5
-5 2 3 32 1 2 4 3 2 3
1 -2 1\(2 5 -1 -7 9 5 -6 -13
AX=l 2 1 -3||-2 1 3 4|=|-7 5 -2 -16
-5 2 3)J{(32 1 2) (-5 -17 14 49
=A.X=AY
1 -2 1Y(3 6 0 -6 9 5 -6 -13
AY=| 2 1 =3||-1 2 4 5}:-7 5 -2 -16
5 2 3) 432 3] (-5 -17 14 49
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ALGEBRA (71)

3 2
. 1 -1 5
9) Si A= B= C=|1 0], calcular:
2 3 0 -1
0 4
2
-1 5 0 4 2 22 0 4 2 26
a) AC+B + = + =
2 3 0 -1 2 9 4 -1 2 8 6
3 2 T -2 16 1 2 -2 16
. 0 4 1 -15
b) CB-4A =|1 0]. -4 = 0 4)|-4[-1 3|=| 0 4|+ 4 -12 |=
-1 2 2 3 0
0 4 -4 8 50 -4 8
2 3 2)'
, . 0 4Y[(1 -1 5 -4 8)\[(1 -1 5) (3 10
c) B*(A+CT)= +1 0| |= +
-1 2 0 -2 0J)|[\2 3 0 2 0 4
0 4
3 2 3 15
1 -1 5
d) C.A=[1 of. = -1 5
2 30
0 4 12 0
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ALGEBRA (71)

0
3X+2Y = [2 1]
10) Obtener, si existen, todas las matrices X e Y que verifiquen: a)

-1 3
X =2Y =
0 8
) . 10
o Sumamos mlembroamlembro3X+/2(= ) 1

-1 3
x72(=[ 0 ]

10 -1 3 0 3
3IX+ X = + y obtenemos 4X =

2 1 0 8 2 9

X _( 0 3/4}
2 9/a

0 3/4
o Multiplicamos por el escalar1/4 MaM : 1/4.(4X)=1/4 =
p p / /4.(4X) =1/ (1/2 9/4}

o Multiplicamos la segunda ecuacion por el escalar — 3,

10
Y sumamos miembroa miembro  3X +2Y = [2 1)

=3X +6Y =(g _9)

24

10 3 -9 4 -9
2Y +6Y = + y obtenemos 8Y =
2 1 0 -24 2 -23

4 =9 1/2 -9/8
o Multiplicamos por el escalar 1/8 MaM : 1/8.(8Y)=1/8(2 ]:> Y =[ / / J

—23 1/4 -23/8
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ALGEBRA (71)

Calculo la Matriz X Calculo la Matriz Y
1 1 11 . . .
X =3Y = s 0 X =3Y = 2 0 Multiplicamos la primera ecuacion por el escalar 3
1 - - ., 1 -5
3X+Y = [O 3] Multiplicamos por el escalar 3 la segunda ecuacion 3X+Y = 0 3)
11 3 3)
X - = -9y =
2 [2 0] # [6 0)
3 - . _ 1 -5 . :
9X +3Y = N Sumamos miembro a miembro y obtenemos : 33X +Y = 0 3 Restamos miembro a miembro y obtenemos :
4 -14 2 8)
10X = —10Y =
2 9 6 -3)
Multiplicamos por el escalar1/10 MaM : Multiplicamos por el escalar—1/10 MaM :
4 -14 2/5 =7/5 2 8 -1/5 -4/5
1/10.(10X) =1/10 =|X = / / ~1/10.(-10Y ) =-1/10 Siv=[7Y /
2 9 1/5 9/10 6 -3 -3/5 3/10
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ALGEBRA (71) foe

Er_r:m::ile::

A
5

11) Sabiendo que Ay B € R ™" analizar si las siguientes igualdades son verdaderas o falsas, justificando la respuesta:
a) VA, VBeR™ :(A+B).(A-B)=A>-B?
(A+B).(A-B)=A> —AB+B.A-B? en general AB=B.A, luego: (A+B).(A-B)# A’ —B?

b) VA VB e R™ : (A-B)? = A’ —2AB + B’
(A-B)' =(A-B).(A-B) = (A-B)' =A’-A.B-B.A+B’
En general A.B#=B.A, luego: (A-B) = A>—2AB+B?

¢) VAVIeR™ ((A+D.(A-1=A> -1
(A+D.(A-1)=A" —Al+1.A-1I?
ComoAl=A A LLA=A A Ll1=1 = (A+D).(A-1)=A>-A+A-1 luego (A+1).(A=1)=A? -1

d) Si Ay B son matrices permutables, entones (A+B).(A—B)=A’-B’.
(A+B).(A-B)= A2 —AB+B.A-B’
Como Ay B son permutables entonces AB=B.A = (A+B).(A-B)=A>-AB+AB-B*> = (A+B).(A-B)=A”-B’
Luego: (A+B).(A-B)=A? —B?

e) Si Ay B son matrices permutables, entonces (A—B)* = A>—B?.
(A-B) =(A-B).(A-B) =(A-B)' =A*-AB-B.A+B?
Como Ay B son permutables entonces A.B=B.A
(A-B)' =A’-AB-AB+B’ = (A-B) =A’-2AB+B2 Luego: (A-B) #A’-B?
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ALGEBRA (71)

12) Un fabricante que elabora dos articulos, sillas y escritorios, desea fabricar 12 sillas y 20 escritorios. La fabricacion de sillas requiere, por
unidad: 12 unidades de madera, 1/2 botella de barniz y 6 horas’/hombre. Los escritorios requieren, también por unidad: 25 unidades de

madera, 2 botellas de barniz y 20 horas/hombre.

Los costos de tales requerimientos son:

Madera $6 por unidad
Barniz $18 por unidad
1 hora/hombre $15

Aplicar calculo matricial para obtener:
a) El costo de elaboracion de 12 sillas y 20 escritorios
b) El costo total por cada tipo de articulo.

U/ MADERA U/BOT.DE BARNIZ | MANO DE OBRA
SILLAS 12 1/2 6
ESCRITORIOS 25 2 20
6 6

Costo total =12(12 1/2 6).|18 [+20(25 2 20).|18 =

= 12(171)+20(486) = (2052)+(9720) = (11772)

Cadasilla $171y las

15

12 sillas $2052

15

Cada escritorio $486 y los |20 escritorios $9720|

Costo total $ 11772
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ALGEBRA (71)

13) Una empresa de generacion de petroleo debe transportar el crudo a cuatro destilerias ubicadas en diferentes puntos del pais. Las cantidades
de crudo en metros cubicos que debe transportar son 1000 a la primera destileria, 1550 a la segunda, 4580 a la tercera y 2350 a la cuarta. Los
costos del transporte por metro cibico a cada una de las destilerias son, en ddlares, 50 para la primera destileria, 80 para la segunda, 70 para

la tercera 'y 90 para la cuarta. ¢ Cual es costo total de transporte de la empresa? (Resolver matricialmente)

50

80
(1000 1550 4580 2350). 20 =(706100) [l costo total es $706100

90
14) Dadas las siguientes matrices

3 2 79
P= K N Q= c B2

43 10 13

a) Hallar M e R talque P.M = Q

P.M=Q = 3 2.m11 m12: 7 9
4 3 m21 mzz 10 13

3m, +2m, 3m,+2m,) (7 9
4m,, +3m, 4m,+3m, ) (10 13

Ne—

3m, +2m, =7 {Sm11 +2m, =7 m,=1

3m,+2m,, =9 - am;, +3m, =10 m, =2 = v 11

4m,, +3m,, =10 3m,+2m, =9 m,=1 2 3
=

4m,;, +3m,, =13 4m;, +3m,, =13 m,, =3
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ALGEBRA (71)

Resolucion de los dos sistemas de ecuaciones lineales

am, +2m,, =7
4m,, +3m,, =10
Resolvemos por el método de sustitucion

7-2m . 7-2m
3m, +2m, =7—>m, = T” y reemplazamos en la segunda ecuacion 4(3)”} +3m,, =10

-8m,, +9m
Operamos 4.(%—§m21)+3m21 =1O—>%—§m21 +3m,, =10—> - 2 _19-28 1m21
7—-2m - 2.
Reemplazamosen m,, = Tﬂ —->m, = ! 32 2 ->m,=1
3am, +2m,, =9
4m,, +3m,, =13
Resolvemos por el método de sustitucion
-2m,, . 9-2m,,
am, +2m,,=9—->m, = - y reemplazamos en la segunda ecuacion 4. s +3m,, =13
Operamos 12—§m22 +3m,, =13—>—%m22 +3m,=1-> _8;9m22 =1—)%m22 =1->m, =3
9-2m,, 9-23
Reemplazamosen m,, = —3 —->m, = —3 ->m,=1
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Otra forma:
P.M=Q=>M=P.Q
Calculamos P

3 2 .
P=[ J:|H=1a3P
4 3

T_34 . _3—2 _1_i ) _1 3 -2
p _[2 3] AdJ(P)—[_4 3] p _|P|.Adj(P)_1.[_4 3]

L (3 =2 . 3 2)(7 9 11
P~ = luego M=P.Q= . =
-4 3 -4 3)\10 13 2 3

b) Una féabrica produce dos articulos. La matriz P muestra en la fila 1 la cantidad de metros de hilado de algoddn de dos tipos necesarios
para fabricar el articulo 1 y en la fila 2 las correspondientes al articulo 2. Si la columna 1 de Q proporciona el costo de produccion de
cada articulo en abril y en la columna 2 lo propio del mes de mayo. ;Qué representa la matriz M?

P 3 2 _( mhilado tipo1l /articulo 1 mhilado tipo 2 / articulo 1
|4 3) (mhilado tipo1/articulo 2 mhilado tipo 2 / articulo 2

0 (7 9 _( precio hilado tipo 1/ Abril precio hilado tipo 1/ Mayo
110 13) \ precio hilado tipo 2 / Abril precio hilado tipo 2 / Mayo

M = 11 _ [ costo articulo 1 en Abril costo articulo 1 en Mayo
12 3/ \costo articulo 2 en Abril costo articulo 2 en Mayo
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15) Una empresa produce 3 tamafios de cintas de video en dos calidades diferentes. La produccion (en miles) en su planta A esta dada por la

matriz siguiente:

La produccién en su planta B esta dada por la matriz siguiente:

Tamafio 1 Tamafo 2 Tamafo 3
Calidad 1 27 36 30
Calidad 2 18 26 21

Tamafio 1 Tamafio 2 Tamafo 3
Calidad 1 32 40 35
Calidad 2 25 38 30

a) Escribir una matriz que represente la produccion de cintas en ambas plantas.
27 36 30 32 40 35 59 76 65
A= A B= A+B=
18 26 21 25 38 30

43 64 51
b) El duefio de la empresa planea abrir una tercera planta en C, la que tendria una vez y media la capacidad de la planta A. Escribir la matriz
que representa la produccion de la nueva planta.

C=§A:>C=§(

2

27 36 30) (40,5 54 45
18 26 21) ( 27 39 31,5

c) ¢Cual sera la produccion total de las tres plantas?

59 76 65 40,5 54 45 99,5 130 110
(A+B)+C= + =

43 64 51 27 39 31,5 70 103 82,5
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16) Indicar Verdadero o Falso. Justificar claramente la respuesta

-1 3 5
a) A=| 1 -3 -5| esidempotente
-1 3 5

-1 3 5)(-1 3 5 -1 3 5
A esidempotente < A? = A =| 1 -3 5| 1 -3 -5|=] 1 -3 -5] luegoes Aidempotente (Verdadero)
-1 3 5){-1 3 5 -1 3 5

-1 -1 -1
b)) B=| 0 1 0] esinvolutiva
0 0 1
-1 -1 -1)(-1 -1 -1 1 0 O
Aesinvolutivaes A2 =1 = 0 1 O0f] 0 1 Of=| 0 1 0] luegoes Ainvolutiva (Verdadero)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

c) Si A N A B#N = AB=N

, -1 1 00 1 0) (0 O
Contraejemplo A= * y B= #
00 00 1 0) \0O0

-1 1Y(1 O 00
Calculamos A.B = . = Luego A.B =N (Falso)
0 0)1 0 0 0
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-1 0 0 5
d) A= y B= son conmutables
0 4 70
-1 0) (0 5 0 -5
AB= , =
(0 4J (7 0] (28 0]
0 5/(-1 0 0 20
[7 OJ [ 0 4} (—7 OJ

17) Demostrar que si A = ( ajj) es una matriz cuadrada:

A.B # B.A Noson conmutables (Falso)

a) VAeR™ :A+ AT es simétrica.
Hipdtesis: Tesis:
AeR™ A+ A" es simétrica
A+ A" =(A+A")
Demostracion : Partimos de uno de los miembros de la tesis
(A+AT) = AT+(AT) =AT +A = A+ AT
1 2 3
(1) Por propiedad de la traspuesta de una suma.

(2) Por propiedad de la traspuesta de la traspuesta de una matriz.

(3) Por propiedad conmutativa de la adicion. |Se verifica la tesis|
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b) Si una matriz es involutiva, entonces es igual a su inversa.

Hipotesis : A esinvolutivaosea A® = | Tesis: A= A™
Demostracion :

Partimos de la tesis A=A

1) AA=AA"

(2) A= |

(3) Por hipdtesis A* = I | =1

(1) Multiplicamos miembro a miembro la igualdad por la matriz A por izquierda.
(2) Por definicion de potencia de una matriz y definicion de matriz inversa de A
(3) Es unaidentidad, por lo tanto se demuestra que la proposicion es verdadera.

c) VAeR™ :A-A' es antisimétrica.
Hipotesis: Ae R™ Tesis: A— AT es antisimétrica
A-A" =—(A=-A")
Demostracion : Partimos de uno de los miembros de la tesis
- [(A_AT)T} - - [AT —(AT)T} - - [AT —A} A +A = A_AT
1 2 3 4

(1) Por propiedad de la traspuesta de una suma.
(2) Por propiedad de la traspuesta de la traspuesta de una matriz.

({32

(3) Por propiedad distributiva de ““.” con respecto a “+”

(4) Por propiedad conmutativa de la adicion. |Se verifica la tesis|
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d VAeR™" :A. A" essimétrica.
Hipdtesis: Ae R™
Demostracion : Partimos de uno de los miembros de la tesis
(AAT) = (A7) AT =AAT

1 2
(1) Por propiedad de la traspuesta de un producto.

(2) Por propiedad de la traspuesta de la traspuesta de una matriz.

|Se verifica la tesis|

e) Si A esidempotente, entonces (A— I)2 =1-A

Hipotesis: A esidempotenteosea A’ = A

Demostracion :
Partimos de la tesis
Por definicion de potenciacion de matrices

(A=1)72=1-A
(A=1).(A=1)=1-A

) A _Al—LA+12=1-A
() A —A-A+l=1-A
Por hipotesis A* = A A-A-A+l=1-A
(3) _A+l=1-A
(4) I—A=1-A

Tesis: A.A" es simétrica osea A.A" =(A.A")’

Tesis: (A=1)?=1-A

(1) Propiedad distrib. de la multip. de matrices respecto de la adicion de matrices.

(2) La matriz identidad es neutro en la multiplicacion de matrices: I.A= Al = A
(3) Cancelamos Ay — A por ser matrices opuestas: A+ (—A) =N

(4) Es unaidentidad, por lo tanto se demuestra que la proposicién es verdadera.
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f) Si Ay B son matrices idempotentes y permutables, entonces A.B es idempotente.

A esidempotenteosea A’ =A
B esidempotenteosea B?=B
AB=B.A

Hipotesis : Tesis: (A.B)> = AB

Demostracién
(A.B)* =(A.B).(A.B)=(A.B).(B.A)= A.(B.B).A=AB?*.A=AB.A=(AB).A=B.(AA)=B.A>=B.A
Luego (A.B)’=B.A

g) A esinvolutivasiysolosi (I—A)(I+A)=N

Hipotesis : Aesinvolutivaosea A? = | ]
B Tesis: (I - A)-(1+A) =N

Demostracion

Partimos de la tesis: (1-A)-(I+A) =N

2 2 _
(1) "+ 1.A-Al-A"=N (1) Propiedad distrib. de la multiplicacion de matrices respecto de la adicion de matrices.
(2) I+ A-A-A*=N (2) La matriz identidad es neutro enla multiplicacién de matrices: . A= A.l = A
(3) 1-A?’=N (3) Cancelamos Ay — A por ser matrices opuestas: A+ (—A) = N
Por hipotesis A2 = | I—1=N (4) Es unaidentidad, por lo tanto se demuestra que la proposicion es verdadera.
(4) N =N
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_ 2
18) Si A=[
a

], hallar los valores reales de a y b para los cuales A es idempotente.

A es idempotente < A’ = A

) 2 -1\(2 -1 4-a -2-D o 4—a
A°=AA= = Si A° = A entonces planteamos :

a bjla b 2a+ba -a+b’ 2a+ba
Aplicando la definicion de igualdad de matrices obtenemos :
4—a=2 =
-2-b=-1

2a+ba=a Reemplazamosa y b por los valores hallados y se verifica la igualdad
—a+b®=b Reemplazamos a y b por los valores hallados y se verifica la igualdad

—2-b
—a+b?

(2
“la b

J

11 -2 4 -1 12 1
21 2 2 4 3
- . 01 1 3 0 3 2 -1
19) Calcular los siguientes determinantes: a) A(A)=|{0 3 -1| b)A(B)=|-1 3 1| c¢)A(C)= s 2 4 8 d) A(D) = 40 1
4 1 1 4 1 2
3 4 2 -1 13 2
a) Desarrollamos por la Regla de Laplace utilizando la primera columna
2 1 2
3 -1 1 2 1 2
A(A) =0 3 -1| =2 ~0. +4 . =2.(4)-0.(-1)+4 (-7) =[-20]
1 1 11 3 -1
4 1 1
b) Desarrollamos por la Regla de Laplace utilizando la primera fila
243 31 11 13
A(B) = |-1 3 1|=2. —4. +3. =2.(5)-4.(-6)+3 (-13)=|-5
(B) ‘12”42”41‘ (5)-4.(-6)+3 (-13) =|-5|
4 1 2
30
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c) No usamos la Regla de Laplace porque existe una combinacién lineal, aplicamos propiedades

11 -2 4| F
0 1 1 3| F
A(C) = > ~ A(C)=0 porque F, = 2F
(C) 2 2 4 8|F (C) porq 3 1
34 2 -1|F

Utilizando la Regla de Laplace y desarrollando por la primera columna:

11 -2 4
01 1 3 1 1 3] 1 -2 4 B =2 4 1 -2 4
A(C) = ol =12 -4 802 -4 8+21 1 3-8 1 3=1.—0+2—3.@=82—82=

2 -4
4 2 -1 |4 2 -1 4 2 -1 |2 4 8

N

34 2 -1
L3 g 2 os
—4  8l= ‘ ) 1‘—1‘4 |3 2‘=1(4—16)—1(—2—32)+3(4+16)=—12+34+60=
2 -1
2 4
3l |1 3 11

1 3=1 +2 +4 =1(-1-6)+2(-1-12)+4(2—4) = - 7— 26— 8 =[-41]

A I A U
-2 4 13 13 1 1
1 3/=1 +2 +4 =1(8+12)+2(8—6)+4(-4—2)=20+4-24 =
48‘_48282_4‘( )+2(8-6)+4(-4-2) 0
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d) Desarrollamos por la Regla de Laplace utilizando la primera columna. Cada determinante de 3x3 hay que resolverlo por separado y luego
colocarlo en la expresion.

112 1
03 2 1 3 2 -1 12 1 12 1
A=, L =(=1)(=1)™*-| 4 1|+ 0(=1)*" a7 2 1|+1(=D)*"-[3 2 —-1|+3(=D)"*.|3 2 -1|=
13 2 13 2 4 2 1
1 3
3 2 -1 12 1 12 1
=(-1)-[4 2 1[+1:/3 2 -1[=3:[3 2 —1|= (-1).(-21)+1.0 —=3.(-12)= 21+36=[57]

13 2 13 2 4 2 1

g

1 0 R

Desarrollamos los determinantes de orden 3
Desarrollamos por la primera fila

3 2 -1

2 1 4 1 4 2
4 2 1(=3 -2 -1 =3(1)-2(7)-1(10)=|-21
132‘32‘ ‘12”13‘()()()

Desarrollamos por la primera fila

1 2 1

2 -1 3 -1 3 2
3 2 -1|=1 -2 +1 =17 -2(7)+1(7)=
132‘32‘ ‘12‘ ‘13‘” (N+17)=[0]

Desarrollamos por la primera fila

12 1

2 -1 3 -1 3 2
3 2 -1|=1 -2 +1 =1(4)-2(7) + 1(-2) =|=12
421‘21‘ ‘41”42‘()0()
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20) Resolver las siguientes ecuaciones:

1-x 0 =2
Q| 0 -x 0 |=0
2 0 4-x

Aplico Laplace y desarrollo por la segunda fila e igualo a cero segun lo pedido y luego resolvemos la ecuacion que resulta:

(=) T = 0@ 0@ -0~ (-2)2)] = (-x).[ x* ~5x]

2
-2 4-X

Factoreamos (=%). x.(x=5)=0= %, =X,=0 vx=5

X —5x:| = X(X=b)

2-x -3 6
b)| 4 1+x =2 | =0
2 -1 2+x

Utilizamos la regla de Laplace para resolver el determinante que desarrollamos por la segunda columna e igualamos a cero segin lo pedido
Luego resolvemos la ecuacién que resulta:

2—-Xx =3 6

4 -2
4 1+x =2 | =—(=3).

2 2
2 -1 2+X

+(1+ x).

2—-X 6
2 24X _(_1)" 4 —2‘ -
=3.[4(2+x)+4]+(1+x).[(2—x)(2+x)—12]+1.[(2—x)(—2)—24]=3.[8+4x+4]+(1+x).[4—x2—12]+1.[—4+2x—24]=
= 3.[4x+12]+ 1+ x).[-x* =8]+1 [2x— 28] =12x+ 36 — X’ — 8 — x* —8x + 2Xx — 28 = —x* — X" + 6X = 0 sacamos factor comun (-x)

=-X(X+x-6)=0= -x=0v X’ +Xx-6=0=> v X2 +x-6=0

(2 fae X, =2
—b+b% - 1+ 1+ 1
x*+x-6=0 .. aplico x,, = b+ vb® —4ac _ 1_\/£= 1£5/7

B 2a 2 2 \\[x =3
=

= Solucion: X, =2|A|X, ==3|A[X, =0
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21) Sabiendo que A y B son matrices cuadradas de orden tres, tales que det (A) =2 y det (B) = 4. Calcular aplicando propiedades:

a) det (3871 b) det (—2A” B) 0 det[(SBT)_l] d) det[B-l.(AT)‘l]
a) [3B7Y| = 3B = g Loy i 2T 1387 = 2l
|B| 4 4 4
— KkNn
[KA| = K[ A LR
b) [-2A'B| = (-2)"|A"B] = (-2)|A"||B] = (-2)|A||B|=-8-2-4=-64 = |-2A"B| =-64
kA= KA A.B|= |A}[B| A= AT
AT ] ] 11 1 1 11 1 ol L
Sl B R R o R
|A-B[=|A|B| 8= 5 Al = |AT|
| _ 1T 1 1 1 ‘T‘l_i
d)‘(?’B) ‘ ~ |s8"] 3[BT 3|B| 274 108 (387) 108
ool TATEA A
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a b
22)Sea A=|d e f | talque |A|=—10.Calcular usando propiedades:
g h

2a d g a d g a b c
a)2b e hl=2b e hl = 2d e f|=2|A=2(-10)=[=20] Por propiedad |A"|=|A|=-10
2c f i c f i|™™™ |g h i
g h i g h i g h i
b)| a b c = |la b c|+la b c|=0+(-1)(-1)|A=[=10]
2a+d 2b+e 2c+ f ® 2a 2b 2c d e f
e

el determinante es cero

OPropiedad 11:aplicamos esta propiedad que dice : si todos los elementos de una linea( fila o columna) de una matriz cuadrada
se descomponen en dos sumandos, entonces el determinante de la matriz es igual a la suma de dos determinantes que tienen en esa
linea los primeros y los segundos sumandos, respectivamente y en las demas los mismos elementos que el determinante original.

d e f d e f d e f d e f

o) a b c |=|a b c|+fa b c[=(=2fa b c|=(-2).(-1).|A|=(=2).(-1).(-10) = [-20]
-2g+a -2h+b -2e+c| |-2g -2h -2 |a b c g h e
%’_J
F, =F3, luegoel una permutacion
determinante es cero para llegar a| A|
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1 -1 2 2 2 3
23) Hallar @ € R que verifique | AB|=-96, siendo A=|3 1 4|yB=|a -1 4
0 -2 5 2 a -2
|AB|=-96 = |A||B|=-96 yaque |AB|=|A|B|
1 -1 2
14 _|-1 2
|Al=13 1 4=1.‘ , 5‘—3.‘ 5 5‘=1.(5+8)—3.(—5+4)=13+3=16:> |A|=16
0 -2 5 B
2 -2
-1 4 4 a - ) ) )
Bl=la -1 4|=2. 2+2.‘ 2+3.‘ ‘:2.(2—4a)+2.(—2a—8)+3.(a +2)= 4-8a—-4a—-16+3a°+6=3a" -12a -6
a - - a
2 a -2

= ||B|=3a’ -12a- 6

|A|[B|=-96 = 16.(3a> -12a-6)=-96 = 32’ -12a-6=-6 = 32’ -12a=0= 3a(a-4)=0 =

-a 2 -1
24) Hallar @ € R que verifique | A+ B|=0, siendo A= * y B= “
20 5 0 -2
-a 2 -1 -a-1 2
Arp-[® 2), a)_(-a +a
2 5 0 -2 2a 3

-a-1 2+«
2a 3

|A+B|=0=|A+B]|=

=(-a-1).3-2a.2+a)=-3a-3-4a-2a’ = |A+B|=-2a"-Ta-3=0= |a=-3va=-1/2|
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1 2 3
25) Calcular el determinante de C sabiendoque A={0 -1 0|, B, Ce®R*, |B|=4y ‘A‘12BCT =—48.
2 3

|A"2BCT|=-48 = 2°|A7|.|B|[CT|=-48 = 23.ﬁ.|3|.|c|=—48 (%)

Calculamosel | A |

1 2 3
IAl=0 -1 0=1.‘_1 0‘—0.‘2 3‘+2.‘ 2 3‘:1.(—4)—0.(—1)+2.(3)=2 = ||A=2
3 4 3 4 -1 0
2 3 4
Reemplazamos en (*)
s 1 1 48
2°.—.|B||C|=-48 = 8.2.4.C|]=-48 = 16|C|=-48 = [C|]=-— = |[[C|=-3
Al 2 16
26) Decidir si es verdadero o falso y justifique:
a) |[A+B|=|Al+|B| , AeR™, BeR"™
Esta proposicion es falsa y lo demostramos con un contraejemplo
1 2 1 2 2 5 2 5
A=( ):>|A|= ‘:-3 sz( ]:>|B|= ‘:1 = |A+|B[=-3 +1 = -2 =|A+|B|=-2
4 5 4 5 1 3 1 3
1 2 2 5 3 7 3 7
A+B=( J+( ]:( ]:>|A+B|=‘ ‘=—11:>|A+B|=—11 = ||Al+|B|=|A+ B
4 5 1 3 5 8 5 8
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b) Si Aesunamatriz inversible entonces |A|=0

Por definicion: Aesinversible = existe A™ luego para que ello ocurra |A| # 0, entonces la proposicion es falsa

c) Si Ay B soninversibles, entonces A.B también loes, Ae R™",B € R™"
Hipotesis : Tesis:
Aesinversible = existe A™ =|A|#0 A.B esinversible= |A. B|#0
B esinversible = existe B™ = |B| #0
Demostracion :
|A.B| =|A].|B| #0
1 2

(1) Por propiedad del determinante de un producto.
(2) Por hipétesis,|A| = 0 y|B| = 0 por lo tanto el producto también es distinto de cero.

d) |[A.AT|=]|Al% AeR"*"
Hipdtesis: A € R™" Tesis:‘A.AT‘=(|A|)2
Demostracion :
2
|AAT| : |A|.‘AT‘?|A|.|A|?(|A|)
(1) Eldeterminante de un producto de matrices es el producto de los determinantes
(2) Eldeterminante de una matriz y el de su traspuesta son iguales

(3) Por operatoria
Luego la proposicion es verdadera
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1
e) A=
) W=
P Tesis:
Hipotesis: L
Aesinversible = existe A™ =|A|£0 |Al= (A7

Demostracion :
Si la matriz es inversible, existe A™, por definicion de matrizinversa A. A" =1

Aplicando determinantes en ambos miembros ‘A. A‘l‘ = | | |

Por|A.B| = |Al|B|y [I] =1 luego |A|.|A7|=1

- 1
Por lo tanto como |A |0 A |A™|#0 entonces se verifica que|A| = A
Luego la proposicion es verdadera
f) Si det(A)=det(B), entonces A= B
Esta proposicion es falsa y lo demostramos con un contraejemplo
10 0 -1
A= =>|A=1 A B= =|B|=1
01 1 0
Conclusion |A|=|B|=A=B
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2 0 X 5 4
27) Hallar el valor de x e R que verifique: |X -1 1 =‘ 1 x
0 x -2
2 0 x 2 0 x
-1 1 x -1 , , ,
x -1 1|=2. +X- =2-(2—x)+x-(x )=4—2x+x =|x -1 1[=4-2x+X
X =2 0 x
0 x -2 0 x -2
. -2 4
y el determinante de orden 2 : 1 x =-2Xx—4
2 0 X 4-2x+x}=-2x-4
—2 4 \
Como |[x -1 1= x}*= -8
1 X

28) Si A es una matriz triangular, sefiale condiciones necesarias y suficientes sobre A para que det (A) #O0.
Matriz Triangular Superior : es toda matriz cuadrada A talque: Vi,vj:i >j =a;,=0

Matriz Triangular Inferior : es toda matriz cuadrada A talque: Vi,Vj: i <j =a;;=0

Sea A una matriz triangular inferior

a, 0 0 - 0)
ay @ 0 - 0 n
A=|a, a, a, = 0 |A|=Haii=a11-a22-...-ann¢0
i=1
a a an3 ann

nl n2

La condicién necesaria y suficiente para que el | A| # 0es que ninguno de los elementos de la diagonal principal sea cero
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1 -1 0 1 -1 0 2 -1 O
4 3 4 6
A= 0 1 -1 B= 0 1 -1 C=|-1 2 -1 D= E=
12 9 5 9
-1 0 1 -1 0 2 0 -1 2

a) Se puede observar que: —C1= C2 + Cs entonces |A|=0. Calculamos por Laplace:

1 -1 0
1 -1 -1
A= 0 1 -1|= 1-(-1)* ‘—1-(—1)1+2 ‘ =1-(1)+1-(-1)=1-1=0 =|A=0 = A A"
-1 0 1 (-1°=1 (-1°=-1
1.1-01=1 0.1-(-1)(-1)=-1
1 -1 0 L 1 .
b)[B]=] 0 1 -1|=1-(-1)""- —1-(-=1)"° =1-1-2-1-(-1)(-1)=2-1=1 luego|B|=1#0 = 3I B~
-1 0 2 (1P=1 (-1)%=-1
12-0.(- )= 0.2- (-1).(-1)=
=2-0=2 =0-1=-1
1 -1 0 1 0 -1 +(2) —(-2) +(Q) 2 21
B=| 0 1 -1|=>B"={-1 1 0|=AdB=[-(-1) +(2) —-(-1)| = AdjB=|1 2 1
-1 0 2 0 -1 2 +1) -(-1) +(Q) 111
. . 2 21) (2 21 2 21
B‘1=E-Adj8=1- 12 1|=|1 2 1|=>|B'=1 2 1
1 11) (111 111
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c)
2 -1 0
C=|-1 2 -1
0 -1 2
2 -1 0
2 -1 -1 -1 .
Cl=]-1 2 -1=2 2+1 0 2=2(4—1)+1(—2)=6—2=4¢0:>|C|=4¢O:>EIC
0 -1 2
2 -1 0 2 -1 0 +(3) —(-2) +@) (3 2 1
C=|-1 2 -1|=C"=|-1 2 -1|=AdiC=|-(-2) +@) -(-2|=[2 4 2
0 -1 2 0 -1 2 +(1) -(-2) +@3)) (1 2 3
s 11 s i1
30 1) |4 2 4 4 2 4
= C‘1=1242=1 11:>C‘1=1 11
i, 3] |2 2 2 2
113 113
4 2 4 4 2 4
d)
4 3
D=
12 9
4 3
ID|= =36-36=0=|D|=0= AD™
12 9
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€)
4 6
E=
s )
4 6 .
|E|= =36-30=6#0=13E
59
5
4 6 9 -6 9 -6 2
E= E" = = AdJE = gi-t e
59 -5 4 6l-5 4 5 2
6 3

30) Indicar verdadero o falso. Justificar claramente la respuesta:

a) Si Ay B son inversibles, entonces A+ B también lo es.

Esta proposicion es falsa y lo demostramos con un contraejemplo:

-1 2 -1 2 . . 1 -2 1 -2 . .
A= = |Al= = -3 # 0 entonces A es inversible y B = = |B|= = -3 = 0 entonces B es inversible
4 -5 4 -5 4 5 4 5

-1 2 1 -2 00 00 - -
A+B= + = =|A+B|= =0= |A+ B noes inversible|
4 -5 -4 5 00
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b) Si A esregular, entonces «.A tambiénloes VaeR.
Esta proposicion es falsa y lo demostramos con un contraejemplo:

1 4 1 4
A= =|A|= =9-8=1=0.. Aesregular
2 9 2 9
: : 1 4 00
SiaeRAa=0, realizamosa.A=0. =
2 9 00
00 . . _
Calculamos el |a.A| =l o= 0 = la matriz @. A no es regular Observacion : La proposicion es verdaderaparaa e R Aa #0

c) Si A, Be®R™ sontalesque | A|.|B|=1,entonces B es la matriz inversade A.
Esta proposicion es falsa y lo demostramos con un contraejemplo

6 4 6 4 . i
A=[ J:>|A|= ‘:12—8:4;&0.-.Aesmver5|ble
2 2 2 2
A =% %) adiaz[ 2 Yo At 2 - = |A?|=1/4
4 2 2 6 ~1/2 3/2
Y2 0 2 o
0 1/2 1o 12
Y reemplazando obtenemos |A|.|B| = 4.1/4=1= |A|.|B|=1
|Al.IB|=1 A B=A™

Sin embargo B =[ j;& A™ y tiene como |B| ‘=1/4

d) Si A B e R™ son tales que |A|.|B|=1, entonces A y B son inversibles.
Si|Al.|B|=1 = |A|.|B|#0=|A|=0A|B|=00sea Aesinversible y B esinversible
La proposicion es verdadera. '
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31) ¢Cuéndo una matriz diagonal es inversible y cuél es su inversa?

Una matriz diagonal es inversible cuando todos los elementos de la diagonal son distintos de cero

a, 0 0 .- 0 1/a11 0 0 0

0 a, O 0 0 1Y/a, 0 0

A=| 0 0 a, - O eﬂi“xn/\aii;&O: Al = 0 0 1/a33 0
L 0O 0 O a,, L 0 0 0 1/ann )

. . . . . 3 4
32) Verificar que la matriz A es igual a su inversa. Siendo A= [ ) 3)

(3 A .. (3 -2 (=3 ) (3 4
I YA i S R GO YR (e

3
2
-3 4 3 4 3 4
ATl = i.- Adj(A) = 1 = =|A" = se verifica
Al 12 3/ |2 -3 -2 -3
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33) Indicar verdadero o falso, en caso de ser verdadero realizar la demostracion:
a) AAA=N=A=N
Hipotesis : Tesis:
A.AT=N A=N
Demostracion
Para demostrar tomamos una matriz de 2x2, para luego generalizar a una matriz de orden n

2 2
[an au] [all az1j _ [ a,;, +a, a; .8, +a,. azz] _ (0 O]
' - 2 2 -
a; dy a, ay a, .a; +a,.4), a, +ay 0 0

2 2

a, +a a,.a,+a,.a 0 0 . .

( nooe wees 22} = [ j Por igualdad de matrices
a'21 . all + a22 : alZ aZl + a22 0 0

a, +a,’ =0 (1)

a,,.a, +a,,.a, =0

a,,.a, +4a,,.a, =0

a,’+a, =0 (2)
— La Unica posibilidad que la suma de los cuadrados de dos nimeros reales sea nula (1) y (2) es que cada uno de lo sea
por lo tanto todos los elementos de la matriz A son nulos, de manera que se puede garantizar que A= N
Sea A de cualquier orden al multiplicarla por su traspuesta el resultado del producto siempre es una matriz cuadrada
donde se verificara lo anteriormente desarrollado al igualar el resultado de A.A"a la matriz nula.
Por lo tanto la afirmacion es verdadera
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b) Si Ay B son matrices cuadradas y ademas permutables, entonces A.B es idempotente.
Hipotesis : Tesis:
AecR™y BeR™ A.B esidempotente : A.B = (A.B)?
Ay B son permutables & A.B=B.A
Demostracion : Partiendo de uno de los miembros de la tesis
(A.B)? = (A.B).(A.B) = A.(B.A).B ?A.(A.B).B = (A.A).(B.B) ?AZ.B2

1. Por definicién de potenciacion de matrices

2. Por asociatividad del producto de matrices

3. Por hip6tesis A'y B son permutables

4. Por asociatividad del producto de matrices

5. Por definicion de potenciacion de matrices

Como Ay B no son idempotentes nos queda A*. B® = A. B entonces la proposicion es falsa
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c) Si A es idempotente y B es ortogonal, entonces B'.A.B es idempotente.

Hipotesis : Tesis
AcR™ BeR™ B'.A.B esidempotente osea debemos demostrar que
A esidempotente A* = A (BT .A.B)2 =B'".AB

B esortogonal B' =B~

Demostracion : Partiendo de uno de los miembros de la tesis
T 2 T T BT T BT _
(8".AB) = (8".AB).(B .A.B)E B".A(BB").AB =B .ALAB =
TBT.A.A.B = BT.A%.B = B'.A.B

1. Por definicion de potenciacion de matrices.
2. Por asociatividad del producto de matrices.

3.Por datos B es ortogonal B.B" = |
4.Por ser | elemento neutro de la multiplicacién de matrices cuadradas

5. Por definicion de potenciacion de matrices.
6. Por datos A es idempotente A? = A
La afirmacion es verdadera
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d) Si Ay B son ortogonales de igual orden, entonces B. A es ortogonal.

Hipdtesis Tesis

A"=A"AB" =B (B.A)" =(B.A)"

Demostracién
(B.A) =(B.A)™"

(B.AAY =A"B™ porque (B.A)*=A"B™
(B.A) =A" B’ por hipétesisyaque A'=A"A B'=B™
(B.A)" =(B.A)' porque A" .B" =(B.A)"

Al llegar a una identidad hemos probado que la tesis es verdadera

e) Si Aesnosingulary B.A= N, entoncesB =N

Hipdtesis
A esnosingular = 3A™
B.A=N
Demostracion :
B.A=N
B(AAY)=NA"
B.I=N
B=N

Llegamos a lo que se queria demostrar

Tesis
B=N

Partimos de los datos
Multiplicamos por A™ MaM por derecha, aplicamos propiedad asosciativa
Por definicicon de matriz inversa
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f) Si AyBeR™ son regulares, entonces (A.B)_1 =B".A™

Hipdtesis :

AecR™ BeR™
Aesregular=3 A
B esregular=3 B™
Demostracion :

(A.B).(A.By =1
A" .(A.B).(A.By = A1
I.B.(A.B) = A"
B.(A.B)'=A"

B'.B.(A.By'=B". A"
| (A.B)'=B".A™
(A.By'=B*. A"

Tesis
(A.By'=B*.A™

Por definicion de matriz inversa
Premultiplicando ambos miembros por A™

Por asociativa, elemento neutro y matriz inversa
Por definicion de elemento neutro
Premultiplicando ambos miembros por B™

Por definicion de matriz inversa, asociatividad
Por definicion de elemento neutro
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ALGEBRA (71)

- a-1 a+l
34) ¢Queé valores de a hacen que la matriz 1 2 3 no sea inversible?

2—-a a+3 a+7

-a a-1 a+l
1 2 3 es inversible si y solo si su determinante es distinto de cero
2-a a+3 a+7
Desarrollamos el determinante por la primera fila e igualamos a cero
-a a-1 a+l
1 2 3 |=0
2-a a+3 a+7

2 3
(_a)'a+3 a+7

1 3
2—-a a+7

1 2
2—-a a+3

—(a—l)-‘

+(a+1)-‘

(-a)-[2(a+7)-3(a+3)]-(a-1)-[1(a+7)-3(2-a)]+(a+1)-[1(a+3)-2(2-a)]

Il
(N
R

V a € R, la matriz no tiene inversa ya que cualquiera sea « el determinante siemprees nulo
Luego Aa € R para que la matriz sea inversible

(—a)[-a+5]-(a-1)[4a+1]+(a+1)[3a-1]=a’ —5a —4a’ —a+4a+1+3a’ —a+3a-1=0
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35) Calcular el valor de x e R para que exista A™, siendo:
2—-x =3 6
A=| 4 1l+x =2
2 -1 2+x
1IN e |A| # 0, calculamos el determinante de A por la primera fila
2-x =3 6
Al=| 4 1+x -2|=(2-x).
2 -1 24X
= (2= x)[(1+ x)(2+ x) - 2]+ 3[4(2+ X) + 4]+ 6[-4 - 2(1+ X)] = (2 x)[2+ X+ 2X+ X° —2:|+3[8+4x+4]+6[—4— 2-2x]=
=(2—x)[3x+ x2]+3[4x+12]+6[—2x—6]=6x+2x2—3x2—x3j71%f18&71€f58&=—x3—x2+6x=—x(x2+x—6)=—x(x—2)(x+3)
= |Al=—Xx(x-2)(x+3)

1+x =2
+3
-1 2+X

4 =2
. +
2 2+X

= || Al =—x(x=2)(x+3) > FA o x£3AX#0A X2

-1+5
? 2o / =2
: : b+ +/b* - —1+1° -4.1.(-6) 1%+ -1+
Resolucion de la cuadratica x* + x—6=0- Xx,, = bEvb ~dac _ () _-1£V25 145 2
' 2a 2.1 2 2 -1-5
N =3

36) Si el rango de una matriz cuadrada de orden n es k / k < n, indique cuél de las siguientes afirmaciones es la correcta, justificando la respuesta:

a) |Al=k
b) |[A|=0 Respuesta correcta
c) |Al=k-1

d) ninguna de las anteriores
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2 1 -1
37) Dadalamatriz A =|-1 1 X
12 1

a) Calcular x de modo que el rango de A sea 2.

|Al =0 = r(A) =3 |Al =0 = r(A) noes 3
2 1A 1 x 1 x 11
-1 1 x =2-‘2 . —1-‘ ) 1+(—1)-‘ . 2‘=2-(1—2x)—1-(—1—x)+(—1)-(—1—2)=2—4x+1+x+3=—3x+6=0:>
12 1
2 1 -1 L 5
Cuando x=2 el —i ; izo A 1‘=—3¢O luego

b) Hallar la matriz adj A (para el valor de x encontrado).

2 1 -1 2 -1 1 +(=3) -(+3) +(+3) -3 -3 3
A=l-1 1 2|=A"=| 1 1 2|=AdA=|-(-3) +(+3) —(+3)| = |AdjA=| 3 3 -3
12 1 -1 21 +(=3) —(+3) +(+3) -3 -3 3

c) ¢A qué esigual el producto A.adj A?

2 1 -1\(-3 -3 3 0
AAdjA=|-1 1 2| 3 3 =3|=|0
12 1){(-3 -8 3 0

Se cumple A.Adj A=|A|.1

00
00 Como |A| = 0 entonces
0 0 A.Adj A=0.1=N
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38) Determinar los rangos de:

11 -3 -1
-2 42 =2 s 1
a)A=|-1-11 0 B =| | c)C = leR™ d)D = Ne®™
-2 12 -1
12 -3 1
-2 4 2 -2 0 6 0 -2 0 6 0 -2 0 0 0 O©
a) |[-1 -1 (1) O0|=|-1 -1 1 0O -1 -1 1 0|=l-1 -1 1 0| = r(A)=2
-2 1 2 - 0 3 0 -1)(-1)-F, L0 =3 0 (1 0 -3 0 1
M1 -3 -1)(1 1 -3-1)(10-3-3 10 -3 -3 100 0 1000
2 1 -2 1|0 -1 4 3| |00 4 5 00 4 5 000 () 0001
b) ~ ~ ~ ~ ~ =r(B)=4
1 1 3|0 0 4 4| |00 4 4f1/4F |00 (1) 1 001 1 0010
2 -3 1)o@ o 2)(o1 0 2 01 0 010 2 0100
)C=1 eR™" =|C|=12£0=r(C)=n

d D=NeR"" = |D|=0 vy todos sus coeficientes son nulos = r(D)=0
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39) Dada la siguiente matriz de insumo producto, Obtenga el valor total de los otros costos de produccion que ello implica.

Industrias A B DF PT a) Determinar la matriz de produccion si la demanda final cambia a 600 para A 'y
A 200 500 500 1200 a 805 para B. 3 o
B 400 200 900 1500 | b) Obtener el valor total de los otros costos de produccion que ello implica.
VA 600 300 1400 | -t ¢) Indicar qué hipdtesis de proporcionalidad se considera.
PT 1200 1500 | ------ 2700 ) )
Usamos la matriz de Leontieff = (1= A)™".H =X
200 500 1 1 1 1 5 1
1200 1500 6 3 600 10 6 3 6 3
400 200 1 2 805 01 1 2 113 A(l - A)
1200 1500 3 15 3 15 3 15
5 5 1 +(§) _(_1) 13 1
6 6 3 ) 15 3 15 3
[1-Al= 6 T D g e Calculamos (I - A)" = 6 3 = Adj(1 - A) = |15 3
1 6 15 3 3) 18 113 1 5 15
3 15 3 6 3 6
13 1 13 18 1 18 78 6 78 6 78 6
15 3| |15 11 3 11| |55 11 55 11 55 11 | (600 1290
(1= A" = 1 15 3|_(15 11 3 11|_|55 11 = (I=A)" = 55 11 = (I=A)*-H = 55 11| _
gl 1 5| | 118 518/ |6 15 6 15 6 15| (805) " |\1425)
3 6 311 6 11 11 11 11 11 11 11
A B DF PT
A | b,=a,.X, = %.1290 =215 | b, =a,.X, = %.1425 = 475 1290
B |b, =a,.X, =%.1290 =430 | b, =a,.X, =1—25.1425 = 190 1425
VA 1290-(215+430 ) = 645 1425 — (475 +190) = 760 600 + 805 = 1405
PT 1290 1425 1290 + 1425 = 2715
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1/4 1/2

40) En una economia hipotética de dos industrias A y B, la matriz de los coeficientes tecnoldgicos es A= (1/3 16

J. Indicar la produccion de

cada industria si la demanda final es de 100 unidades para A y 80 para B

Usamos la matriz de Leontieff = (1 - A)™.H =X

11 3 1
14 1/2 100 10) |2 2 1 2
ac[Y4 Y H= |- A= N P (I—A"=—21  Adj(l - A)
1/3 1/6 80 01) |1 1| | 1 5 A(l = A)
3 6 3 6
3 _1
[1-Al= 4 2135 (_Ly )1
1 5 46 \ 3\ 2) 24
3 6
3 1 +(§) _(_}) 5 1 5 1) (524 1 24) (20 12
s _1 - > 31 2 1) (5,28 1 28) (20 12
1 5 1 3 1 3 ;;/ 1 3 124 3 24 8 18
-= 2 == 42 =2 2= 2| |22 2.2 | = =
2 6 3 4 3 4 3 4) \311 411) (11 11
20 12 20 12
11 11 11| (100) [(269,09)| [(269
RN ETRE T I DNCT ETR Y| _ _
8 18 8 18| (80) [l203,63) [ 204
11 11 11 11

269 para la industria Ay 204 para la industria B (en forma aproximada)
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41) Dada la matriz de insumo producto correspondiente a un determinado afo.

42
Industrias A B DF PT a) construir la del afio “t” en que el vector demanda final es: DF = (28]
A 80 88 32 200 o , 3 o
B 80 0 30 110 b) indicar en qué paso de la resolucion del problema se asume que la adquisicién
VA 40 22 62 | - de productos intermedios de una industria es proporcional al nivel del producto
PT 200 110 | - 310 final de la misma.
Usamos la matriz de Leontieff (I — A) y resolvemos (I —A)™.H = X
80 88 2 4 3 4 3 4
200 110 42 10} |5 5 5 5 5 5 _ 1 .
A= 200 110 H= X=? (I—A)= _ 5 5 — 5 5 = (I—A)= 5 5 (I_A)l=—AdJ(I_A)
80 28 0 1) |2 2 2 A(l = A)
— 0 ool |-2 1 -2 1
200 5 5 5
3 _4
a-A=| > 331 [_4)[-2)-L
2 5 5 5 25
-= 1
5
4
3 .2 +(1) (gj , 4 18 [nB LB (B
-A" = 2 S| adi(-A)= I ST\ L Y 5 [
4 2 3 2 3 723 225 325 10 15
- 1 -1=2] +|=2 = = (= 2| |2 = 2= | = =
5 5 5 5 5 5 5 5 7 57 7T 7
\
5 2 52 5100 2)
=>(1-A"= = (I-A"H=X = : =X=X= =|X=
10 15 10 15( (28 10 15 120
= = = = —42+=28
7T 7 7T 7 7 7
A B DF PT
A 220 =92 4 120 = 96 230
5 5
B g.zao ) 0120 = 0 120
VA | 230—(92+92 )= 46 | 120—(96+0)=24 | 42+28=70
PT 230 120 230+120=350
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42) Una economia hipotética simple de dos industrias A y B esta representada en la siguiente tabla (los datos estan dados en millones de pesos

de productos):

A B DF PT Determinar el valor del producto final para la economia si la demanda final
A 150 240 210 600 cambia:
B 200 120 160 480 a) a 100 para Ay a 200 para B
Usamos la matriz de Leontieff (1 -A)". H =X
A B DF PT
A 600 480 o 100 A 1 0 192 B 1 7 B 200 120 160 480
=1 200 120 =1 200 =lo 1 1 117l 1 3 VA | 600 — (150 + 200) = 250 | 480 — (240 +120) = 120 | 370
— — - = -— = PT 600 480 600 + 480 = 1080
600 480 3 4 3 4
3 1
Al—A)=| 4 2331119
1 3| 44 23 48 36 24
"3 4 19 19 36 2 30100+ 24200
3 4 Ly (1—A) = 12 ég |19 19 .[100]3X= 19 19 =(442,10]
3 1 31 = = i_g i_g 200 %100+f—§200 463,16
1-AT = 4 = Adj(1—-A)=| 4 2
103 13
4 3 4
b) a 50 para Ay a60 paraB
36 24 36 24
, 4 1o 19 (50 19015 170,53
Usamos los resultados obtenidos en a) (I-A* . H=X 19 19 [ ]= X=x=|19 19 X =[ ' ]
16 36| (60 16 36 155,79
= = —50+—60
19 19 19 19
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