ALGEBRA (71)

UNIDAD TEMATICA 1
VECTORES, RECTA Y PLANO

1) a) Representar en el plano los puntos: A =(2;0), B =(-10), C =(2;-3), D=(0;-2), E =(-5;-1)

1

24 D=1(0,-2)

- L£=2-

b) Considerando los puntos anteriores, calcular las coordenadas de:

I. —2B ii.C+D i %E—A iv. 2A-D+3C

i. F=-2B=-2(-1,0)=|(20)

ii. G=C+D=(2,-3)+(0;-2)={(2;-5)

1 1, _. n_ [ 5. 1) oyl 9.1
i, H=EE_A=E(_5'_1)_(2’O)_( ; 2) (2,0)_( > 2)

iv. 1=2A-D+3C=2(2,0)—(0;=2)+ 3(2;,=3) = (4;0)— (0;=2) + (6;=9) =
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G=(2,-5)
L]

[=(10,-7)
.

2) Representar los siguientes conjuntos en el plano e indicar si los puntos dados

pertenecen a ellos:
a)A= {(x; y)eiRZ/yz—S}

P=(-30) Q=(1:-9) . .
P=(-30)gA
=3 Q=1{7,-3)
Q=(7-3)eA '

PRACTICA |

Alicia Fraguelli — Andiea Gache




ALGEBRA (71)

b)B={(x;y)e‘R2/x=5}

P=(55) Q=(53)

Y

d)Dz{(x;y)emzlyzéx} P=(L3) Q=(31)

¥

P=1{13)
L ]

P=(33)eD
Q=(31)eD

c)C={(x;y)e‘R2/x+2y=—1} P=(L-1) Q=(32)

P=(55)
* P=(55)eB v
Q=(5:3)eB S S
.Q:(S;B) 1
P=(L-1)eC [~ .
Q=(1,2)EC -2 \D 1 2 3 I-’-]- Iﬁ
4_%
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3) Dados A = (1;0;

a) A—2B

A-2B=(140;-2)-2(213)=(10;—2)—(42;6)=(-3;—2—-8)=

b) B—2(A+C)

-2) B=(213) C=(-12-3)

, calcular:

A-2B=(-3;-2;-8)

B-2(A+C)=(213)-2[(L0;-2)+(-12-3)|=(213)-2(0;2,-5) =

o Larta-lc
2 4 8
EA_,_EB_EC=1(1;0;—2)+1(2;1;3)—1(—1;2;—
2 4 8 2 4 8
2 2°4" 4 8’4" 8
d)2A-B+C

(21;3)-(0;4,-10)=(2,-3;13) =

B—2(A+C)=(2;-3;13)

3)=
8 8 2 4 8 8 8

2A-B+C =2(1;0;-2)-(21;3)+(-1,2-3)=(2,0,—-4)—(213)+(-1,2,-3) =(-1;,1;-10)

=

2A-B+C =(-11;-10)
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4) Dados los vectores de ®*: ti=(3;2)y V=(1;2)

a) Representarlos graficamente

b) Hallar G+V, siendo “+” lasuma usual, tal que (a;b)+(c;d)=(a+c;b+d)

0+V=(3:2)+(12)=[(4;4)]

c) Hallar 3u+2v siendo “.” a multiplicacion por un escalar usual, tal que a.(a; b) = (aa; ab)

3.0+2 .V=3.3;2)+2.(L2)=(9;6)+(2;4) =

d) Representar graficamente los vectores obtenidos en b) y c).

v

3E+2F =(1110)

T+T=(4;4)
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5) Escribir en forma explicita:

a) El neutro paralasumaen ®°: | 0 =(0;0;0)

b) El inverso aditivo de (1;2;-3;5) eR* : (-1;-2;3;-5) e R’

c) Elinverso aditivo del inverso aditivo de un vector Ve R" :

Recordar que inverso aditivo es equivalente a “opuesto” VvV =(V;;V,;...;V,) => =V = (=V;—V,;...; =V, ) => —(=V) = |(V;;V,5 .. V,)

FERRET] n -_—

d) El inverso aditivo del neutro para lasumaen ®R": |0 = (0;0;...;0)

e) Elvector (1;1;1) +(3;2;2) en ®*: |(4;3;3) e R®

f) La propiedad conmutativa para la suma de vectores en R>:
U=(U;U,;U,) Y V=(V;V,;V5)
La adicion es conmutativa < U+V=vV+U
U+V=(u;u,u,) +(v1;v2;v3)T (u +V5u, +V,;us+V,) = (v, +Uu;v, +U,;V,+U,) = (Vi5V,; V) +(usu,u) =V +U
(1) por definicion de adicion de vectores
(2) por propiedad conmutativa de la adicion de los numeros reales
(3) por definicion de adicion de vectores

g) La suma del inverso aditivo de (1;1) con 5 veces el vector (4;5) en R*:

—(L1)+5(4;5) = (-1;-1) +(20;25) = |(19; 24)

h) El vector 3.(1;1;8)+4.[(—2;3;0) +5.(1;O;1)] en R3:

3.(1,1;8)+4.[(-2;3;0)+5.(L,0;1)] =(3;3;24) + 4.[(-2;3;0) +(5;0;5)] =(3; 3; 24) +4.(3; 3;5) =(3; 3; 24) +(12;12; 20) = |(15; 15; 44)
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i) El vector de R® que sumado al inverso aditivo del vector (1;—4;6) da por resultado el vector 3.(3;4; 2) :
X,-1=9 = x, =10

(X3 X5 X3) + (=1,4;,-6)=3.(3;4,2) = (X,—-1; X, +4 ;%X,-6)=(9,12,6)=>{X,+4=12=>X,=8 =
X;—6=6 =>X,=12

6) En cada caso representar geométricamente el vector PQ , hallar sus componentes y calcular su norma o moédulo.
- 2 2
|| = \ll(xz =%) +(y,~ V1)

PQ=Q-P=(55)-(1;2)=(43)=|PO=(43), |[PQ|=V4"+3"={25=5..PQ|=5

a) P=(L2) Q=(55)

b) P=(10;2) Q=(-6;-1)

(X5 X,5 %) =(10;8;12)

PQ =Q—P = (=6;-1)—(10;2) = (~16;—3) = | PQ = (-16:-3)|, \P—Q\ = J(~16)? + (=3)* = /265 .- \PQ] = /265

c) P=(3-5) Q=(47)

PQ=Q-P=(47)-(3-5)=(;12) = |PQ=(;12)], [PQ|=1’+12* =\1+144=1/145 .. |PQ|= /145
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7) Calcular:

a) (2:3).(1;2) en®?, represente graficamente los vectores.

(2:3).(1,2)=2.1+32=2+6=[g]

b) (-2:3).(3;2) en®?, represente graficamente los vectores.

(=2:3).(3;2)=(-2).3+32=-6+6=[0]

c) (125).(-1;3;0) en®R®, represente graficamente los vectores.

(1,2:5).(-1;3;0)=1.(-1)+ 2.3+5.0=-1+6+0=[5]
d) (1;,0;4;5).(0;2;0;0) enR*.
(L 0; 4 5).(0; 2; 0;0)=1.0+0.2+4.0+5.0=|0]

e) (19;32;7).(0;0;0) en%R°.

(19; 32;7).(0; 0; 0)=19.0+32.0+7.0=[0]

(2:3)

1;2)

b)

(-2; 3)

(3: 2)
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8) Sean U y V dos vectores de R". Indicar verdadero o falso, justificando:

a)

v =
U=(U;Uy...;u.) Y V=(V;V,;...5v,)

El producto escalar es conmutativo <& U.V =

1
U.V=(U;Uyy;.su ) x (V5 Vys..v,) = (U, + UV, +...4 Uy

(1) por definicidn de producto escalar de vectores

—

V.u

(2) por propiedad conmutativa de la multiplicacion de los nimeros reales

(3) por definicidn de producto escalar de vectores

v,))= (V,u +Vv,u, +...+V,

2

3
u,) = (V;;Vyi...;

<i
e’

Vn) . (ul;uz;"';un):

by i=006V=0—>0V =0
o =0 A V%0
0.7 =(0;0;...30) . (VyVyiwiiV,) = OV, +0V, +...4+0v, =0
(1) por definicion de producto escalar de vectores
o U#0 A V=0
0.0 = (u;u,;...;u) . (O;O;...;O)T u0+u,0+...4u 0=0
(1) por definicién de producto escalar de vectores
) V=0 - =06V =0
Contragjemplo : G=(1;1;0)e R’ A V=(-1;1;00e R’ —> 0.V=(1;1;0).(-1;1;0)= =1+1+0=0
(1) Por definicion de producto escalar
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9) Dados los vectores (1;3) y (-3; 1) de R?

a) Representarlos graficamente. ;Qué angulo forman entre ellos?

¥
3 (1:3)

Los vectores forman un angulo de 90°

b) Verificar que su producto escalar es igual a 0. ;Cémo se Ilaman estos vectores?

(1; 3) (-3;1)=1.(-3)+3.1=-3 +3=0 Los vectores se denominan ortogonales

c) Hallar un vector (x; y) e % tal que (x;y).(1;2)=0 y represéntelo graficamente.
¢Es Unica la solucién?

(x:y).(1,2)=x+2y=0 :>y=—%x

Existen infinitas soluciones :(—2;1),(-20;10),(-6;3),(2;-1)...

(1 2)
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10) El valor de x, para que el vector opuesto al vector vV = (4;—1;5) sea ortogonal al vector U=(x;—-2;2) es:
a) x=4 b) x=0 c) x=-3 d) Ninguna de las anteriores

u.v=(x;-2;2).(4;-1;5)= 4x+2+10=0:>4x+12=0:> Respuesta correcta c)

11) Determinar si los vectores dados son ortogonales, paralelos o ninguna de las dos cosas:

—> —-

a) l=i-3] V=3i-]
i=i-3] >i=(1-3) V=38i—-] - V=(3-1)
U = (1;-3) noes proporcionala V = (3;-1) osea U J{ v

0.V =(1,-3).(3;-1) =1.3+(-3).(-1) =3+3=620..0 L V

b) U=(6-4) V=(-3;2)
U=(6;—4) esproporcionala V =(-3;2) ya (6;—4)=2(-3;2)=> U/ V
c) U=(352-3) Vv=(3;0;1)
V= (1:2-3).(3;0:1)=1.342.0+(-3).1=3+0-3=0 .. G L ¥V
d) ( L1;3) V=(2-24)

= (-1;1;3) noes proporcionala vV = (2;-2;4) oseau}{v
0.V =(-11;3).(2,-2;4) = (-1).2+1.(-2) +34=-2-2+412=8=0. 0 L V
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12) Una empresa fabrica tres productos P,,P, y P, cuyos costos de produccion son $30, $40 y $50 respectivamente, el nimero de unidades

producidas para cada producto es 120, 140, 95. Si se sabe que el vector de precios es \Tp =(45; 50; 60)
Hallar el beneficio que puede obtener la empresa.
Calculamos la diferencia entre el vector precio de venta y el vector costo de produccion v, -V, = (45;50;60)—(30;40;50) = (15;10;10)

Beneficio = (v, -V, ) . q = (15;10;10).(120;140;95) = 15.120 +10.140 + 10.95 = 4150 ... [Beneficio = $ 4150]

13) i) Dar una ecuacion implicita de cada una de las rectas en el plano que verifica las siguientes condiciones. En los casos en que sea posible,
deducir la ecuacion segmentaria.

a) Tiene pendiente % y ordenada al origen —2.

1 1 o X=0=>y=-2 |x vy . .
y=—X-2=>-—X+ y+2=0:>|x—2y—4=0| ecuacion implicita=> x-2y—-4=0=> = |—+ ——=1| Ecuacion segmentaria
2 2 y=0=>x=4 4 =2

Expresada en forma vectorial: pendiente %entonces el vector director es (2;1) y la ordenada es —2 entonces la recta corta al eje yen —2, se

escribe como vector (0;—2) luego |(x;y)=(0;-2)+4(0;-2)

b) Pasa por los puntos P = (;-1) y Q =(3;2).

Y= VYo = %(x— Xo) ecuacion de la recta que pasa por dos puntos Py Q
Q™ P
2—(-1) 3 o
y=2=" = (x=8) = y-2=—(x-3) =2y -4=3x-9 =|-3x+2y+5=0| v [3x—2y—5=0| ecuacionimplicita

X=0=>y=-5/2 X y
= |—ct——=
y=0=>x=5/3 5/3 -5/2

Expresada en forma vectorial: |(X;y)=P +A(Q-P)=(1;-1)+ A(2;3)

3X—-2y-5= 0:>{ 1| ecuacién segmentaria
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c) Tiene pendiente —2 y pasa por el punto A = (1;,—2).
y=Ya=m(X=X,)

y—(-2)==2(X-1)=> y+2=-2X+2= y=-2X=> ecuacion implicita. No es posible deducir la ecuacién segmentaria
Expresada en forma vectorial: |(x;y) = (1;-2)+ A(1;-2)

d) Pasapor los puntos P =(2;-3) y Q =(3;-3).

Y= VYo = u(x — X,) ecuacion de la recta que pasa por dos puntos Py Q
Xo = Xp
-3—(-3)

0 . .
—(-3)= X-3 3=—(x-3 3 =0| ecuacién implicita
Y= (=8) == (x=3)= y+3=2(x-3)=[y+3=0) p

No es posible deducir la ecuacion segmentaria

Expresada en forma vectorial: |(x; y) = P + A(Q— P) = (2;-3) + A(1;0)

e) Contiene a todos los puntos de abscisa 5.

Cualquierasea laordenada y, x=5 = ecuacion implicita
No es posible deducir la ecuacion segmentaria

f) Es paralela a la recta de ecuacion y=3 y pasa por P = (2;—1)

Siesparalelaa y =3, la recta tiene pendiente cero entonces reemplazandoen y—y, = m(x— X, ) se obtiene

y+1=0.(x-2) = ecuacion implicita

No es posible deducir la ecuacion segmentaria

Expresada en forma vectorial: |(x; y) = (2;-1) + A(1;0)
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ii. Dar una ecuacion vectorial de cada una de las rectas en el plano que verifica las siguientes condiciones. En los casos en que sea posible,
deducir la ecuacion segmentaria.

a) Tiene la direccién del vector V= (2;—1) y pasa por el origen de coordenadas.

L: X =(x;y)=4(2-1)+(0;0) =

No se puede deducir la ecuacién segmentaria ya que pasa por el origen

b) Tiene la direccion del vector de origen A = (1;—2) y extremo B = (1;—1) y pasa por el punto Q = (3;1)
AB=B-A=(L-1)-(1;-2)=(0;1)
L: X =(x;y)=A0;)+(3;1) = [X=4(0;1)+(3;1)|

No se puede deducir la ecuacion segmentaria ya que es una recta paralela al eje y, x =3

c) Pasa por los puntos A= (2;-3) y B=(0;1)
AB=B-A= (0;1)—-(2;-3) =(—2;4) y elegimos B =(0;1) , punto por donde pasa la recta
L: X =(x;y)=A(=24)+(0;1) = [X=A(-2;4)+(0;1)|

Xx=-—24 Di=—

X =(xy)=4(-2;4)+(0;1) = 2 5 x_y Expresion simétrica
y-1 -2 4
y= A+l A=——
4
x y-1 . L. T X oy ., .
—="—"=|y==2X+1| Expresion explicita = 2X+ y+1 =0 Expresion implicita = |— + = = 1| Expresion segmentaria
y+1=0 Exprsionmplicita = | =1 exoresionse

PRACTICA | Alicia Froquelli, — Andrea Gacie 14




ALGEBRA (71)

14) En cada caso, indicar si el punto P pertenece a la recta L
a) L: X=4(1-2)+(3:5) P=(L1)
X =(x;y)=24(1—2)+(3;5) siexiste Aentonces P e L
1,1)=4(L-2)+(3;5)

1= A+3=2>A=-2
1.1D)=(A+3:-24+5)=> :>—2¢2.'.-P L
(L) ( ) {1=—2/1+5:>ﬂ=2 £

b) L: X=a(L1)+(3;-2) P =(g;_g)
X =(x;y)=a(1;1)+(3;-2) siexisteaentonces P e L
5 5
—i—=[=a(L;1)+(3;-2
(5-3)-an+3-2)
§—0:+3:>a——1
§;—§ =(a+3a-2)= 2 2:>—1=—£.'. PelL
2 2 5 1 2
-——=qa-2=>a=-=
2 2
c) L:y=—2x+3 P =(0;3)
?
Reemplazando 3=-—2.0+3=3=3=
d) L:4x—3y=-2 P=(4-2)
Reemplazando 4.1-3.(-2)=—2=10%-2=
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15) i. En cada caso, hallar una ecuacion vectorial de la recta que verifica las condiciones dadas:
a) Tiene direccion (2;—-1;3) y pasapor A=(1;2;-1).

L:[X=4(2-1;3)+(12-1)

b) Es paralelaa L,: X =A4(2;3;—4)+(1;5;7) y pasa por el origen de coordenadas.
Si L es paralela a L; entonces tienen el mismo vector direccion o sea (2;3;—4)
L: X=4(23-4)+(0;0;0) L:|X=1(23-4)

c) Pasa por los puntos A= (1;5;1) y B=(—4;2;3).
Calculamos la direccion de la recta que decidimos pase por el punto A
AB=B-A=(-42;3)-(151)=(-5-3;2)

L: [ X=4(-5;-3;2)+(1;51)

ii. Indicar si los puntos P=(1;1;1) y Q=(5;0;5) pertenecen a la recta hallada en a).
Reemplazamos P en la ecuacion de la recta L
X=(xy;2)=4(2-13)+(1,2-1)=> (L5 =4(2-1;3)+(1;2-1)
1=24+1=>1=0
=>1{1=-A+2=1=1 entonces
1=31-1=>21=2/3
Reemplazamos Q en la ecuacion de la recta L
5=21+1=>A4=2
X=(x;y;2)=4(2-13)+(52-1)= (5;0;5) =A(2,-1;3) +(1;2;-1) = {0=—-A+2= 1 =2 entonces
5=31-1=>4=2
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Iii. Mostrar dos puntos pertenecientes a la recta hallada en b)

16) i.

L:|X=2(23;-4)

Damos distintos valores al parametro A4
SiA=0=|X= (O;O;O)

Si A=-1=|X=(-2,-3;4)

En cada caso, hallar una ecuacion del plano que verifica las condiciones dadas.

a) Pasa por el punto P, = (1; 2;—1) y es perpendicular al vector n= (—1; 2; 3).
P, P «fi=0 Sustituyendo ﬁ por (X—Xo; Y= Ys52—2,) y fi por (n,;ny;n,) obtenemos: (X—X,;y—Y552—2,)« (Ne;ny;n,)=0
efectuamos el producto cartesiano:
(X=Xg). Ny +(y—Yo).ny +(z2—2,).n, =0

7 (x=1Ly-22+1).(-1,2,3)=0=> (x—1).(-1) +(y—2).2+ (2 +1).3=0= —x+1+2y—4+32+3=0.. |7 :=x+ 2y + 32 = 0|

b) Es paralelo al plano z, :x+y+1=0 y pasapor P, =(1;1;,—-1)
(X_Xo;y_yo;z_zo)'(nx;ny;nz)zo y ﬁ=(nx;ny;nz)=(1;1;o)

7:(x=1Ly-1z+1).(10)=0= (x=1).1+(y-1).1+(z+1).0=0= x-1+y—-1+0=0. |7 : X+ y—-2=0

c) Pasa por el punto P, =(2;-1;0) y es perpendicular a larecta L:X=a(1;0;—1)
(X_Xo;y_yo;z_zo)'(nx;ny;nz)zo y ﬁz(nx;ny;nz)z(l;O;_l)
7 (x=2y+142-0).(L0;-1)=0=> (x—2).1+(y+1).0+2z(-1)=0= x-2-2=0."|7: x—2—2=0)
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ii. Hallar una ecuacién vectorial de los planos obtenidos en i.

a) m:—X+2y+32=0=>x=2y+3z2=(X;¥;2)=(2y+3z;y;2) =(2y;y;0)+(32;0;z) = y(2;1;0)+z(3;0;1):>|X =a(2;1;0)+,8(3;0;1)|

b) 7:X+y—-2=0=2>y=-Xx+2=(X;¥;2)=(X;—=X+2;2) =(X;—X+2;0)+(0;0;2) =
= X(1;-1;0)+(0;2;0) + 2(0;0;1) = | X = &(L;-1;0) + B(0;0;1) + (0; 2;0)|

C) w:X—2-2=0=272=Xx-2=>(X;y;2)=(X;y;X=2)=(X;0; x—=2)+(0; y;0) =
= X(1;0;1) +(0;0;-2) + Y(0;1;0) = | X = a(L;0;1) + B(0;1;0) + (0;0;-2)|

iii.Mostrar dos puntos pertenecientes al plano hallado en a).
7.—X+2y+3z=0 Escribimos x=2y+ 3z, le damos valores arbritariosala™y"yala™z"

P=(511),Q=(420)

iv.Indicar si el origen de coordenadas y el punto P = (1;1;1) pertenecen al plano hallado en a)
Reemplazamosel origenen 7z :=x+2y+3z=0..-0+2.0+ 3.0=0
Se verifica 0=0=|(0;0;0) e «

Reemplazamosel punto P = (1;1;1)en 7 :—x+2y+3z=0..-1+2.1+ 3.1=0
Resulta 4#0=> |P = (1;1;1) ¢ 7|
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